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Alkukunta

Lause. Kaikilla kunnilla (K, +,-) on alikuntangP, +, -), missé

p~l Zp, jos chatK) = p,
~ |1 Q joschatK)=0.

Todistus. Todistetaan, ettd kunnak&®, +,-) voidaan ottaa sivun Huomioita alikunnasta lauseen mukainen kunta
(Kp,+,-), miss&(D, +,-) on saman sivun lemman mukainen kokonaisalue.

Jos chafK) = p, niin D ~ Zp. Siis D on aarellinen ja sivun Kunta lauseen mukdan+,-) on kunta, joten se
sisaltaé alkioidensa osamaarat ja tdbea Kp. Silloin kunnalla(K, +, -) on alikunta(Kp, 4+, -), misséKp ~ Zp.

Oletetaan nyt, etté ch@dt) = 0. Silloin
. nlk
D={nkk |n€Z}~Z ja Kp=4—|nmeZ m#0;,
milg

siisKp ~Q. O
Maaritelma. Kuntaa sanotaaalkukunnaksi (prime field)os sillé ei ole aitoja alikuntia.

Lause. (i) Kaikki alkukunnat (isomorfiaa vaille) ovat kunngi,, +,-), missép on alkuluku ja(Q, +,-).

(i) Jokaisella kunnallgK,+,-) on alikuntana yksikasitteinen alkukunt® +,-), missaP on kuten edellisessa
lauseessa.

Todistus. (i) Todistetaan ensin, etté),+,-) on alkukunta. Oletetaan, ettd kunt& +,-) on kunnan(Q,+,-)
alikunta. Koska 1= 1p € F, niin n- 1 € F kaikilla n € Z. Siis Z C F. KoskaF on kunta, niin%1 € F kaikilla
a,beZ,b+#0.SiisQCF. TatenF = Q. Siis kunnalla(Q, +, -) ei ole aitoja alikuntia.

Todistetaan toiseksi, etté kuntd,,+,-) on alkukunta. JogF,+,-) on kunnan(Zp,+,-) alikunta, niin (F,+)
on ryhman(Zp,+) aliryhma. Lagrangen lauseen mukaan alirynman kertaluku jakaa ryhmén kertaluvun, joten
iF | #Zp. KoskaiZp = pja F > 2 (koska(F,+, ) on kunta), niinfF = p ja siisF = Zp.

Se, ettei ole olemassa muita alkukuntia seuraa kohdasta (ii).

(ii) Olkoon (K, +,-) kunta. Silloin edellisen lauseen mukaan kunn&llan alikunta(P,+,-), jossaP ~ Zj, tai
P ~ Q kunnanK karakteristikan mukaan. Edella todistetun mukaan ndma ovat alkukuntia.

Osoitetaan vielé yksikasitteisyys (tésta seuraa myos (i)-kohdan loppuosa). Olkoot alkulRinnal) ja (Po, +, )
kunnan(K,+,-) alikuntia. Sivun Alikunta lauseen muka&R, N P,,+,-) on myos kunta. Se on siis kunti€h ja
P, alikunta. Koska ndma molemmat ovat alkukuntiaPpr= PLNP, = P,. O

Edellinen lause osoittaa, ettd kunnan karakteristika on ratkaisevassa osassa maaritettdessa kunnan tyyppié.
Lauseesta seuraa myos, ettd kunnalla ja sen alikunnalla on sama alkukunta.
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