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Kokonaisalueen osamaarakunnan konstruktio

Olkoon (R +,-) rengas. Voidaank(R, +, ) jotenkin laajentaa kunnaksi? Laajennus on selvéasti mahdoton, jos ren-
gasR ei ole kommutatiivinen tai joukosdR on nollanjakajia. Jo$R, +,-) on kokonaisalue, voidaaR laajentaa
kunnaksi konstruoimalla niin sanotkokonaisalueen R osamaarakunt@RD, jossaR on alirenkaana. Konstruk-
tiossa liitetdaén joukkooiR sen nollasta eroavien alkioidénkaénteisalkiot% ja liséksi tulota- % = 2 kaikilla

acR

Esitetdan konstruktio viela yksityiskohtaisesti. Se, etta konstruktio tuottaa kunnan, todistetaan sivulla Kokonaisa-
lueen osamaarakunta.

Olkoon(D, +, -) kokonaisalue. Muodostetaan joukko

X ={(a,b) |a,be D, b+#0}
ja maaritellaan tassa joukossa relaatiseuraavasti:

(a,b) ~(c,d) < ad=bc

Relaatio ~ todetaan ekvivalenssirelaatioksi tarkistamalla ekvivalenssirelaation ehdot E1-E3. Oletetaan, etta
(a,b),(c,d), (e f) € X. Selvasti~ on refleksiivinen:(a,b) ~ (a,b). Relaation~ symmetrisyys seuraa siit4, ettéd
kokonaisalueD on kommutatiivinen. Liséksiv on transitiivinen, silléa joga,b) ~ (c,d) ja (c,d) ~ (e, f), niin

ad = bcja cf = de Koskab # 0, saadaarc = %’. Sijoittamalla tama jalkimmaiseen yhtaloon ja laventamalla
alkiolla b ja supistamalla alkiollal saadaamaf = beeli (a,b) ~ (e, f).

Joukko X voidaan partitioida ekvivalenssiluokkiiffa, b)]. Néité luokkia sanotaaformaalisiksi osamaériksgia
niisté kaytetaan merkintégi Siis

o= {0y) | (xY) ~ (@)} = {(xy) [ xy €D, y 0, xb=ya}.

Erityisesti8 = ¢ jos ja vain josad = bc. Kaikkien formaalisten osamadrien joukosta kaytetaan merkiQt&y.
Siis
Q(D) = {5 |abeD, b0},

Maéritellaén joukoss®(D) yhteen- ja kertolasku. Jds § € Q(D), niin

a c_adtbc ac_ac

b d bd ’ b d bd
Pitd& osoittaa, ettd operaatiot ovat hyvinmadriteltyja, toisin sanoen operaatioiden tulos pysyy jQ(Kbsga
operaatiot ovat riippumattomia ekvivalenssiluokan edustajan valinnasta. Ensinnékinpkgska d # Op jaD
on kokonaisalue, niitbd # Op. Oletetaan sitten, etth = %ﬁ jag= %. Silloin abl = bd ja cd = dd. Kayttaen
kokonaisalueen kommutatiivisuutta ja distributiivilakia saadaan
a ¢ _ (ad+chb'd adbd' +cbbd  badd +dcbb  bd(@d +b'c) g’+g
b d  bdbd bdbd’ N bdbd’ N bdbd’ o d’

Kertolasku voidaan kasitella samoin.

+

Linkit :

Kokonaisalueen osamaarakunta
Ekvivalenssirelaatio
Ekvivalenssiluokkia




