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Maksimaalinen ihanne

Kommutatiivisista renkaista voidaan muodostaa kum#ksimaalisen ihanteavulla.

Maéritelmd. Olkoon (R, +,-) rengas. RenkaaR ihannettaM sanotaamrmaksimaaliseksios se on aito (toisin
sanoerM # R) ja ei ole olemassa renka&iihannettd , joka toteuttaisM C | ¢ R Maaritelméan jalkimmainen

ehto on usein mukava ajatella muodossa:lJas renkaan(R, +, -) ihanne jaM C |, niin 1 = R.

Lause. Olkoon (R, +,-) kommutatiivinen rengas jasen ihanne. Jdanndsluokkaren@sl, +, ) on kunta jos ja
vain jos| on renkaar(R, +,-) maksimaalinen ihanne.

Todistus. Oletetaan ensin, eti®/l,+, -) on kunta. Koska kunnassa on vahintaan kaksi alkiota,In#rR. Olete-
taan, ettéd on olemassa renkd®y+, -) ihannel, jolle pateel C J. Naytetadn, ettd tasta seutha R.

Koskal on ihanteen] aito osajoukko, on olemassa allkios J\ . Silloin a+1 # I, jotena+1 ei ole kunnan

(R/1,+,-) nolla-alkio. Taten alkiolla+ 1 on k&anteisalkit+ | jollakin b € R, siis
(a+1)(b+1)=ab+1=1g+1.

Tasta saadaan, etta £ ab+ i, jollain alkiollai € |. Koskaa € J jai € J, niin ab+i € J ehdon 12 nojalla. Kuten

sivulla Ihanne todettiin siitd, ettdyk J seuraa, ettd = R.

Todistetaan vaite toiseen suuntaan eli oletetaan,| aitéirenkaarkR maksimaalinen ihanne. Koska rengasn
kommutatiivinen, niin samoin on jaédnndsluokkarent@dl , +,-). Viela pitda osoittaa, ettd kaikilla jadnnésluok-
karenkaar{R/l,+,-) nolla-alkiostal eroavilla alkioilla on k&anteisalkio joukos&dl.

Olkoona+1 € R/I erisuuri kuinl. Silloin a ¢ |. Koskal on maksimaalinen ihanne, niin joukdgh,a} generoima

ihanne on oltav&R. Koska(R/I,+,-) on kommutatiivinen, saadaan sivun lhanteen generointi ja pddihannerengas

lauseen mukaan, etta
R=<l,a>={i+raliel,reR}.

Koska kaikki joukonR alkiot voidaan esittdd muodossa ra, niin erityisesti ykkosalkio & = i’ + r'a, joillakin
i’ €l jar’ € R Tama on ekvivalenttia sen kanssa, etta

g+l =r"a+1=("+1)(a+l).

Tatenr’ +1 on alkiona+ | kaanteialkio jaR/I,+,) on siis kunta(l
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