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Polynomirengas

Reaalikertoimiset polynomig + a;x+ - - - + apx", missaa; € R kaikilla i = 1,...,n, ovat tuttuja monesta yhtey-
destd. Olkoon(R,+,) rengas. Yleistetddn polynomin kéasitettd korvaamalla polynomin kert@met. , a, ren-
kaan(R,+,-) alkioilla. Téllaisten polynomien yhteen- ja kertolasku voidaan suorittaa aivan kuten reaalisessakin
tapauksessa, nyt kertoimiin sovelletaan renk@r-, -) laskutoimituksia.

Kaikkien yhden muuttujam polynomien, joiden kertoimet kuuluvat renkaaséBrn+, -), joukosta kaytetddn mer-
kintdaR[x]. Siis
RX = {ag+aix+---+ax"|n>0, aeR k=1,...,n}.

Joukon alkioita sanotagsolynomeiksi yli renkaan Rai renkaan R suhtegn
Kaksi joukonR([x] polynomia
f(x) = ag+aX+---+anX",
g(x) = bo+bix+-- +bpx™
ovat yhtésuuret jos ja vain jos= mja ax = by kaikilak=1,...,n

Olkoon f(x) = TN sax € R jag(x) = $Mbix € R[x]. Voidaan olettaa, ettén > n. M&éritellaan polynomien
yli renkaanR yhteen- ja kertolasku seuraavasti:
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(Ajatellaan tassad mahdolliset puuttuvat termit korvatuiksi nolla-alkigila O

Lause. Olkoon (R,+,-) rengas. SilloinR[x] on rengas ylla méaariteltyjen operaatioidénja - suhteen. Lisaksi
(R[¥],+, -) on kommutatiivinen jos ja vain jo&R, +,-) on kommutatiivinen.

Todistus. RenkaanR[x], +, -) nolla-alkio on nollapolynomi R ja sen ykkésalkio on vakiopolynomipl= 1px°.
Polynomina(x) = agp+ aix+ - -- + a,x" € R[x] vasta-alkio on polynomi-a(x) = —ag — agx — - -- — a,X", missa

—a on renkaan alkiom vasta-alkio kaikillai = 0,...,n. Sen toteamiseksi, et{&[x],+,) on tosiaan rengas on
kaytava kaikki rengaspostulaatit lavitse. Tehdaan esimerkkind assosiatiivisuuden todistaminen ja jatetdédn muut
harjoitukseksi.

Olkoot polynomita(x) = ag+ a;X+ - - - +anX", b(x) = bg+ bix+--- + bpx™ jac(x) = co+ Cax+ - - + cik joukon
R[x| alkioita. Silloin kayttden renkaaR assosiatiivisuutta saadaan

a(x)(b(x)c(x)) = a(x )(Zt 0 ZJ+I thiox) = Zt Z|+J+l tai(qu)
= TS (aby)ax (z”““z.ﬂ —taibjx)c(x) = (a(x)b(x))c(x).

Lauseen loppuosa on ilmeindn.

RengastdR[x], +, -) sanotaampolynomirenkaaksi yli renkaan.R
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