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Polynomin nollakohdat

Olkoon (K[x],+,-) polynomirengas yli kunnafK,+,-). Jos f(X) = ag+ aiX+ --- + ax" € K[x] ja ¢ € K, niin
merkitaan
f(c)=ap+ayC+---+anc".

Huomaa, ettd (c) on kunnarK alkio. Kun polynomif (x) on kiinnitetty saadaan tuttu polynomikuvaus
f:K—K, c— f(c) VecekK.

Jos erityisestf (c) = Ok, sanotaan, ettéon polynominf (x) nollakohtatai yhtalénf (x) = Ok juuri.

Oletetaan, ettd (x),g(x) € K[x] jac € K. Josa(x) = f(x) +9(x) ja b(x) = f(X) - 9(x), niin n&hd&an, etta(c) =
f(c)+g(c) jab(c) = f(c)-g(c). Taten jokainen renkaafK[x],+,-) polynomien toteuttama yhtél6 toteutuu kun-
nass&, kun muuttujarx paikalle sijoitetaan mika tahansa kunrmlkio c.

Lause. Olkoon f(x) € K[x] jac € K. Silloin f(c) = 0k jos ja vain jos(x—c) | f(X).

Todistus. Oletetaan ensin, ettd(c) = Ox. Silloin jakoalgoritmin nojalla on olemassa sellaiset polynomit
q(x),r(x) € K[x], ettéd f(x) = q(X)(x —c) +r(x) ja deg(x) < degx—c) = 1. Tatenr(x) on vakiopoly-
nomi r € K. Koska f(c) = Ok, niin sijoittamallac edella saatuun polynomirii(x) lausekkeeseen saadaan
Ok =g(c)(c—c)+r =r. Siis f(x) on jaollinen polynomillax— c.

Oletetaan toiseksi, ett& — c) | f(x). Silloin on olemassa sellainen polynogiix) € K[x], etté f (x) = g(x)(x—c).
Sijoittamalla tdh&n yhtalotx= c saadaan tulo$(c) = Ox. O

Lause. Olkoon f(x) € K[X] astettan oleva polynomi. Polynomilld (x) on enintdam eri nollakohtaa kunnasséa

Todistus. Todistetaan vaite induktiolla. Jos polynonitx) asten = O, niin vaite on selva. Oletetaan, etta kaikille
enintdan(n — 1)-asteisille polynomeille vaite pitdé paikkansa. Olkobfx) astettan ja n > 1. Jos polynomilla

f (x) on nollakohtec € K, niin edellisen lauseen mukaan on olemassa sellainen polyhgrjic K[|, ettaf(x) =
(x—c)f1(x). Jos mydsc; on polynomin f(x) nollakohta jac; # ¢, niin Ox = f(c1) = (¢1 —¢) f1(c1). Koska
kunnassa ei ole nollanjakajia, niifa(c1) = Ok. Siis jokainen polynomirf (x) nollakohdasta eroava nollakohta
on myos polynominfi(x) nollakohta. Koska defy (x) = degf (x) — 1 = n— 1, niin induktio-oletuksen nojalla
polynomilla f1(x) on enintdam — 1 nollakohtaa. Taten polynomill&(x) on enintd&m nollakohtaall

Maaritelma. Polynomiaf(x) € K[x] sanotaafaottomaksijos f (x) ei ole vakiopolynomi eiké kahden positiivista
astetta olevan polynomirenka#ix] polynomin tulo. Sanotaan, ettx) on jaotonyli kunnan Ktai kunnan K
suhteen.

Kaikki ensimmaisen asteen polynomit ovat jaottomia. fiog € K[x], degf (x) > 1 ja f(c) = Ok, jollakin c € K,
niin sivun ensimmaisen lauseen mukadmn) ei ole jaoton yli kunnarK. Toisen tai kolmannen asteen polynomi
f(x) on jaoton yli kunnarK jos ja vain jos polynomillaf (x) on nollakohta kunnasd§, silla jos f(x) on jaollinen
joillakin polynomeilla, niin ainakin yhden naisté polynomeista on oltava astetta yksi. Mikali polynbfmjraste
on suurempi kuin kolme voi polynomi hajota positiiviasteisiin tekijoihin yli kunt@anvaikkei silla olisi ainutta-
kaan nollakohtaa kunnaska
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