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Jaottomat polynomit ja kunnat

Sivun Maksimaalinen ihanne lauseen mukaan renK&#,-) jadnnosluokkarengadr/I,+,-) on kunta jos ja
vain jos ihannd on maksimaalinen. Valitaan nyt renkaak®ix],+,-), kun (K, +,-) on kunta. Osoitetaan, ett&
jaoton polynomi yli kunnarK generoi maksimaalisen paaihanteen. Tasta saadaan muodostettua uusi kunta.

Polynominf (x) € K[X] generoima ihanne on sivun Ihanteen generointi ja pdaihannerengas lauseen mukaan
< f(x) >= {k(X) f(x) | k(x) € K[x]}.

Huomaa, etté& f(x) >=< cf(x) > kaikilla kunnanK nolla-alkiosta eroavilla alkioilla.
Lemma. PolynomirenkaariK[x], +, -) kaikki ihanteet ovat padihanteita, sfi€[x], +,-) on paédihannerengas.

Todistus. Olkoon| polynomirenkaar{K[x],+,-) ihanne. Jo$ = {Ok }, se on pa&ihanne, nimittdin Ok > . Ole-
tetaan, ettd # {Ok }. Olkoonb(x) ihanteenl jokin pienintd mahdollista ei-negatiivista astetta oleva polynomi.
Néaytetdan, etth=< b(x) > .

Koska b(x) € I, niin < b(x) >C |. Josa(x) € |, niin jakoalgoritmi mukaan on olemassa sellaiset polynomit
q(x),r(x) € K[x], etta
a(x) =q(x)b(x) +r(x), ja deg(x) < degb(x).

Koskar (x) = a(x) — q(x)b(x), niin ihannekriteerin nojalla(x) € I. Polynominb(x) valinnasta johtuen(x) = Ok.
Tatena(x) = q(x)b(x) €< b(x) >, siisl C< b(x) > .0

Lause. Olkoon p(x) polynomirenkaar{K[x],+, -) jaoton polynomi. Silloin< p(x) >=1 on renkaarK[x] maksi-
maalinen ihanne.

Todistus. Jaottoman polynomin méaritelman mukaan peg > 1. Téten! ei sisalla nollapolynomista eroavia
vakiopolynomeja ja on siis renkadK [x], +, -) aito ihanne.

Olkoon J sellainen renkaai[x] ihanne, ettd on sen aito osajoukko. On osoitettava, et K[x]. Edellisen
lemman mukaan on olemassa sellaibéx) € K[x], ettdd =< b(x) > . Koskal C J, niin polynomip(x) on muotoa
k(x)b(x), missék(x) € K[x]. Koska p(x) oletettiin jaottomaksi, on jok&(x) tai p(x) vakiopolynomi. Jok(x) on
vakio, niinl =< p(x) >=< b(x) >=J, mik& on vastoin ihanteed valintaa. Siisb(x) on vakiopolynomi, joten
b(x) =be K\ {O«}. Silloin

J=<b>=<1k >=K]x]|,

missé viimeinen yhtasuuruus seuraa sivun Ihanne huomidsta.

Sivun yhteenvetona on seuraava lause.

Lause. Josp(x) on polynomirenkaaiK[x],+,-) yli kunnan(K,+,-) jaoton polynomi, niin jadnnésluokkarengas
(K[X]/ < p(x) >,+,-) on kunta.
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