Sanna Ranto, LUKUTEORIA JA ALGEBRA POLYNOMIRENKAAT
Versio 1, 1.11.2003

Kuntalaajennus polynomirenkaassa

Méaaritelma. Jos(K,+,-) on kunnan(L,+,-) alikunta, sanotaan, ettd, +,-) on kunnan(K, +, -) laajennuskunta
tai kuntalaajennus (extension field, field extension).
Olkoon (K, +, -) kunta jap(x) jaoton polynomi yli kunnar.

Lause. Kunnalla(K[x]/ < p(x) >,+,-) on alikuntangK', +, -), joka on isomorfinen kunnafK, +, -) kanssa. Kun
samaistetaan kunnktja K’ on kuntaK[x]/ < p(x) > kunnanK laajennus. Tésséa laajennuksessa polynorplia
on nollakohta.

Todistus. Merkitdénl =< p(x) >, siis| on jaottoman polynomin generoima paéihanne. Kuvaus
i (K4, — (KX /1 +, ), j(@=a+l, Vaek,

on kuntahomomorfismi. Jatetdan asian tarkistaminen harjoitukseksi. Sivun Huomioita kunnasta toisen lauseen mu-
kaan kuvauksef kuvaK’ = Im (j) on isomorfinen kunnal kanssa. Kosk&’ on isomorfinen kunnan kanssa, on
se itsekin kunta, joten se on kunnigfx]/1 alikunta. Siis

K~K'={a+I|aeK}.

KuntienK ja K’ samaistaminen tarkoittaa nyt, ettd kuniaalkiot samaistetaan jaannosluokkin- 1.

Erityisesti siis polynomirp(x) € K[x] kertoimia voidaan ajatella myds kunnidfx] /1 alkioina. Koska symbolk sai
merkityksen kunnak[x] alkioiden merkinnéssa, kdytetdan symbegligolynomien yli kunnark[x] /1 muuttujana.
Siis p(y) € (K[x]/1)]y]. Polynominp(y) nollakohta orx+1 € K[x] /I, silla kéyttéden jadnndsluokkien laskuséantoja
saadaan

p(X+|) = p(X)+| =0+ :OK[X]/I~
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