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Matemaatikon sanotaan olevan henkil6, joka mééarittelee késitteita ja todistaa teo-
reemoja. Nain ehké onkin, mutta matematiikkaa on syyté katsoa toisestakin nako-
kulmasta: se on monien alojen tyoviline, jolla hallitaan mitd moninaisimpia ilmidita.
Erityisesti luonnontieteet, tekniikka, nyky#dén myos yhteiskunta- ja kayttaytymistie-
teet kiyttavat matematiikkaa, jolloin teorian ymmaértamisen lisdksi tulee suoriutua
ilmididen matemaattisesta mallintamisesta ja tarvittavasta laskemisesta. Kahta né-
kokulmaa voisi luonnehtia (puhtaaksi) matematiikaksi ja (tieteelliseksi) laskemisek-
si.

Laskemisen muuttuminen

Vield puoli vuosisataa sitten laskeminen tarkoitti ldhinnd kynén ja paperin kéyt-
tod. Vaativampia apuvilineitd olivat logaritmitaulut, laskutikku ja mekaaniset las-
kukoneet, jotka osasivat nelja peruslaskutoimitusta. Sitten tilanne alkoi muuttua:
ilmestyivét kooltaan isot tietokoneet, laskimet, yh&d monimutkaisemiksi kadyvét oh-
jelmistot, entisté isoa tietokonetta paljon tehokkaammat poytékoneet, superkoneet,
graafiset sovellukset, viimeksi tietoverkot.

Laskemisen osalta mahdollisuudet ovat siten valtavasti lisdéédntyneet. Sopivilla ohjel-
mistoilla poytiakone laskee hetkessé entisajan logaritmitaulut. Ilmiéille voidaan luo-
da malleja ja tarkastella niitd laskennallisin keinoin tavalla, johon puoli vuosisataa
sitten ei ollut minké&énlaisia mahdollisuuksia.

Opetuksen muuttuminen?

Koulumatematiikkaan tietotekniikan kehitys on vaikuttanut yllattavan vahan. Muu-
toksia toki on ollut, mutta niiden lahtokohdat ovat yleensé olleet muualla. Joukko-
opin tulo 60- ja 70-luvuilla johtui muista syisté, lahinnd matematiikan tutkimuksen
abstraktiotason noususta ja tdmén suodattumisesta osin epdonnistuneellakin tavalla
koulumatematiikkaan. Sen jilkeen palattiin takaisin perusasioihin ja hieman vasten-
tahtoisesti annettiin periksi laskimien tulon aiheuttamalle paineelle.



Yliopistojen peruskursseissa ei kovin paljon ole tapahtunut. Jossakin on alettu kayt-
tad laskentaohjelmistoja, mutta usein hieman péélle liimatusti oikeastaan miettimét-
té, miten niihin tulisi suhtautua ja mika olisi niistd saatava hyoty. Sovellusaloilla las-
kentaohjelmistoja kiytetddan enemmén. Laskeminen tuntuu siirtyneen matematiikan
ulkopuolelle.

Matematiikan opetuksessa ei myoskéadn kytkentéd tietokoneohjelmointiin oikeastaan
ole. Enéé ohjelmointi ei tarkoittaisi jonkin suhteellisen matalatasoisen ohjelmointi-
kielen kayttod, vaan se on luonnollinen tapa kuvata algoritmi ympéaristona korkean
tason ohjelmisto, jolla myos laskennan toteuttaminen on helppoa.

Kuitenkin matematiikan opintojen tulisi tuottaa kyky hyodyntéda matematiikkaa se-
kd mallintamisessa ettéd tulosten esiin laskemisessa monilla aloilla ja monissa yhteyk-
sissé. Laskeminen tarkoittaa yha harvemmin kynén ja paperin kdyttod, yha useam-
min tietokoneeseen ja johonkin sopivaan ohjelmistoon turvautumista. Poikkeuksena
tastd ehkéd ovat puhtaassa matematiikassa tutkijan uralle suuntautuvat henkiltt.
Lukuméaraisesti heitd on kuitenkin vahén soveltajiin verrattuna.

Matematiikan opetukselle edelld sanotusta aiheutuu kahdenlaisia vaatimuksia: Teo-
reettisen osaamisen on oltava vahvaa ja suhteellisen laaja-alaista. Osaamisen on
kytkeydyttava konkreettiseen soveltamiseen, ts. opittua teoriaa on osattava kayttaa
sekd mallintamisessa ettd tulosten esiin laskemisessa.

Laaja-alaisuus on kova vaatimus. Kovin paljon ei voida edellyttda paisuttamatta
opintoja liiaksi. Oleellisempaa onkin saavuttaa yleinen kyky 16ytda ja opiskella se,
mitd kulloinkin tarvitaan, ts. jonkinlainen potentiaalinen laaja-alaisuus. Témé edel-
lyttdd matematiikan luonteen ja metodologian hallitsemista. Opintojen tulisi siis
koostua hieman syvemmaéstéd opiskelusta jollakin osa-alueella ja pinnallisemmasta
perehtyneisyydestd moniin muihin alueisiin.

Osaamisen kytkeminen konkreettiseen laskemiseen — jolloin vélineend on tietokone
ja jokin sopiva ohjelmisto — antaa tietotekniikan ja matematiikan soveltamisen pe-
rustaidot. Sill& on toinenkin merkitys: Teoreettisten késitteiden kaytto mallintami-
sessa ja laskemisessa syventédd niiden ymmaéartamista. Tietokoneen kidyttod on tietylla
tavoin lahjomatonta: Jos saadut tulokset eivét ole oikein tai ohjelma ei toimi, asia
ei ole kunnossa. Ei riité, ettd teoria on suurinpiirtein ymmaérretty ja laskut melkein
oikein.

Matematiikan tdsméllinen késittely opinnoissa on periaatteessa hyvé asia. Se koros-
taa huolellisen ajattelun tarkeytté. Liian usein se kuitenkin kadntyy vastakohdaksi,
pakolliseksi rituaaliksi, jonka muodot taytyy opetella, mutta jonka tarkoitusta ei
ymmaérretd. Formaalisuutta ei tdmén takia pitaisikddan korostaa liiaksi, vaan opis-
kelijan tulisi oppia ndkemé&&n, mitkéd ovat todelliset syyt perusteluiden tarpeeseen.
Nékemistéd auttaa, jos joutuu itse ratkaisemaan ja ohjelmoimaan laajahkoja tehté-
vikokonaisuuksia.

Matematiikan opetus niin koulutasolla kuin ammattikorkeakoulu- ja yliopistotasol-
lakin kaipaa uutta ndkemysté, jossa tietotekniikan yleistyminen otetaan huomioon.
Lisépiirre synty vield siité, ettd yh& suurempi osa ikéluokasta pyritdén kouluttamaan
yhé vaativampiin tehtédviin.

En tésséd yhteydessa lidhde konkretisoimaan asiaa pitemmélle, mutta esitdn muuta-
man esimerkin matemaattisten tehtdvien ratkaisemisesta tietokoneella. Namé ovat
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perdisin omasta opetuksestani. Ehk& ne voivat toimia virikkeinéd keskusteluun.

Esimerkkeja

Jokaiseen esimerkkiin liittyy Mathematica-ohjelmistolla laadittu sdhkoinen doku-
mentti, josta 16ytyy seké selaimella luettava www-versio ettd alkuperdinen Mathe-
maticalla luettava muoto (notebook).

Aéariarvoprobleema

http://matta.hut.fi/matta/mma/maximum.html
http://matta.hut.fi/matta/mma/maximum.nb

Tehtdva on vuoden 2000 pitkdn matematiikan ylioppilaskokeesta.

Astia on karjelldian seisova avonainen ympyrékartio. Kartion pohjan sdde on 6,6
cm ja sivujana 11,0 cm. Astia on tdynna vettd. Astiaan asetetaan pallo, joka si-
vuaa kartion vaippaa. Maérita pallon sdde siten, ettd astiasta valuva vesimairéd on
mahdollisimman suuri.

Kyseesséd on perinteinen &ériarvotehtava, jonka ratkaiseminen késin on helpompaa
tai vaikeampaa riippuen siitd, miten laskija tulee valinneeksi muuttujat. Yksinkertai-
simpaan ratkaisuun johtavaa valintaa voi kokeneenkin laskijan olla vaikeata ennalta
nihdéd. Monimutkaiseen tapaan johtuminen merkitsee hankalia lausekkeita ja siten
virhealttiutta.

Jos kiytetddn laskentaohjelmaa, ei lausekkeiden yksinkertaisuudella tai monimut-
kaisuudella ole merkitystd. Oleellinen vaikeus on muualla: laskenta, ts. muuttujat,
yhtélot ja ratkaisustrategia on jotenkin pidettdva hallinnassa.

Kasinlaskua varten tulisi opetuksesa painottaa kykyéd virheettomédn lausekkeiden
késittelyyn. Tehtévét eivit saa kuitenkaan olla laskennallisesti liian tyoldita. Tieto-
konetta kaytettdessi kyky kokonaisuuden hahmottamiseen on térkedmpéa ja tehté-
véit voivat olla laajempia. Jos vain toinen painotus voidaan valita, niin kumpi?

Aériarvon laatua (maksimi, minimi) tutkittaessa on perinteisesti ja rituaalinomaises-
ti piirretty derivaatan merkkikaavioita. Jos kdytetdin tietokonetta, erilaisia graafisia
esityksid funktioiden kuvaajista voidaan piirtda helposti. Tulisiko grafiikan kayttoa
ja kuvasta katsomista’ suosia aiempaa enemmén? Samalla voitaisiin luopua formaa-
leista vaatimuksista.

Esimerkin verkkodokumentissa on tilanteen mallikuvio piirretty Mathematican kés-
kyilld. Nain toki voi tehdd, mutta valttamatonta se ei ole. Kynéé ja paperiakin voi
kayttad. Ne ovat edelleen hyvia valineita.


http://matta.hut.fi/matta/mma/maximum.html
http://matta.hut.fi/matta/mma/maximum.nb

Polynomien sieventidminen

http://matta.hut.fi/matta/mma/poly.html
http://matta.hut.fi/matta/mma/poly.nb

Osoita, ettd zy + yz + zx = —%, kinx+y+z=0jax’>+y*+22=1.
Kyseessd on syksyn 2000 pitkédn matematiikan ylioppilastehtéavé.

Laskentaohjelmaa kéytettidessa ratkaisu on himmentéavéan yksinkertainen: Annetaan
sieventdmiskésky (Simplify), jossa sievennettéavini lausekkeena on zy + yz + 2z ja
1

ehtoina annetut kaksi yhtdlod. Tuloksena saadaan —3.

Mité siis pitdisi oppia? Riittddko tieto oikean kaskyn nimestd? Vai pitéisiko olla
myo6s ainakin periaatteellisella tasolla jonkinlainen tieto siitd, mitd tdméan kaskyn
sisdlld tapahtuu? Vertailun vuoksi kannattanee miettid jakolaskun tai neli6juuren
laskemista laskimella. Mitd pitéisi tietdéd laskimen ndppéaimen takana olevasta toi-
minnasta?

Integraali

http://matta.hut.fi/matta/mma/integral.html
http://matta.hut.fi/matta/mma/integral.nb

Tehtéva on Teknillisen korkeakoulun uusille opiskelijoille suunnatun Mathematica-
alkeiskurssin tentisté.

27
Laske Mathematicalla integraali / ——— dx kolmella eri tavalla: a) suoraan
o Ccosx 4+ 2

madréttynd integraalina symbolisesti, b) numeerisesti, ¢) muodostamalla ensin inte-
graalifunktio ja sijoittamalla rajat tdhén. Selitd, miksi tulokset eroavat.

Ensimmaéisessd kohdassa saadaan \2/—%, toisessa 3.6276, joka osoittautuu edellisen li-

kiarvoksi, ja viimeisessd kohdassa 0. Kaikissa tapauksissa luonnollisesti pitéisi tulla
sama tulos.

Opiskelijoiden antamat selitykset olivat yllattavid. Huomattavan moni totesi vain
'koska ne ovat eri suuria’. Mitddn ihmettelya ei siis aiheuttanut, ettd samalle inte-
graalille saadaan erilaisia arvoja.

Oman tyon tarkistaminen ja ongelmien syiden etsiminen on kuitenkin térked tai-
to, jonka merkitys korostuu laajoja tehtédvid tietokoneella ratkaistaessa. Tulosten
varmistamiseksi on usein syytad pyrkid laskemaan sama asia eri tavoilla, ja mikali
tulokset eivit ole samoja, on ldhdettava etsimédn syyta.

Tehtavassa olisi viimeistadn kuvaajan piirtdmiselld ndhnyt, ettéd integrandi on posi-
tiivinen, eikd integraali siis voi olla = 0. Toinen kuvaaja olisi osoittanut, ettd syn-
tynyt integraalifunktio on epdjatkuva (se siséltdé arctan-funktion, mutta ei additii-
visia vakioita), vaikka sen integraalifunktiona pitéisi olla jatkuva. Tama selittaékin
kolmannen kohdan tuloksen.

Edellytyksena padttelyihin tietenkin on, etté integraalifunktion jatkuvuus ei ole vain
irrallinen ulkoa opittu tieto, vaan sitd osataan myos kayttaa.

4


http://matta.hut.fi/matta/mma/poly.html
http://matta.hut.fi/matta/mma/poly.nb
http://matta.hut.fi/matta/mma/integral.html
http://matta.hut.fi/matta/mma/integral.nb

Kexleruksen viiniongelma

http://matta.hut.fi/matta/mma/kexlerus.html
http://matta.hut.fi/matta/mma/kexlerus.nb

Simon Kexlerus oli Suomen ensimméiinen matematiikan professori, joka tyodskenteli
Turun Akatemiassa sen perustamisesta ldhtien vuosina 1640-1669. Seuraava problee-
ma on hénelté perdisin Turun Aboa Vetus -museon mukaan:

Sinulla on viineja, jotka maksavat 3, 5, 8 ja 10 markkaa pullolta. Ota yhteenséa
kymmenen tiyttd pulloa ja tee niistd sekoitus, joka maksaa 6 markkaa pullolta.
Montako pulloa kutakin viinilajia on otettava?

Kyseessd on kokonaislukuongelma, jossa on nelja tuntematonta, kunkin viinilajin
pullojen méarat. Ndiden méérien tulee toteuttaa méaarid koskeva ehto (summa =
10) ja rahoja koskeva ehto.

Ohjelmoija ratkaisisi tehtdvan helposti ja hieman raa’asti: Kutakin viinilajia on il-
meisesti otettava ainakin 0 pulloa ja enintdén 10 pulloa, jolloin kussakin tapaukses-
sa on 11 vaihtoehtoa. Kaikkiaan vaihtoehtoja on 11* = 14641 kappaletta. Tehddin
ohjelmasilmukka, jolla kokeillaan, mitké vaihtoehdot tayttaviat asetetut ehdot. Las-
kenta ei nykyisissi tietokoneissa kestéd oikeastaan lainkaan, ja saadaan seitsemén
mahdollisuutta.

Ongelman ratkaisua voi tietenkin lahestya myos lukuteoreettisesti ja hyodyntaa Dio-
fantoksen yhtiléiden ominaisuuksia.

Kumpi sitten on parempi tapa? Ohjelmakoodin kirjoittaa nopeasti, ja ajo on nopea
ainakin kyseesé olevassa esimerkissé, jossa pulloja ei ole liian paljon. Diofantoksen
yhtéloiden kaytto on kuitenkin jollakin tavoin matemaattisempaa. Pitéisiko opettaa
ohjelmointia vai matematiikan teoriaa?

Kiinnostavaa olisi muuten tietdé, miten Kexlerus itse ratkaisi ongelmansa.

Frégier’n lause

http://matta.hut.fi/matta/mma/fregier.html
http://matta.hut.fi/matta/mma/fregier.nb

Ns. Frégier'n lause on seuraava:

Olkoon P toisen asteen kéyralla sijaitseva piste ja olkoot PA ja PB kaksi tdmén
pisteen kautta kulkevaa toisiaan vastaan kohtisuoraa kayrdn jdnnettd. Tall6in on
olemassa kiinteéd piste (), jonka kautta suora AB kulkee riippumatta siitd, missi
asennossa kohtsuorat janteet PA ja PB ovat. Piste () sijaitsee pisteeseen P asetetulla
kdyrdn normaalilla.

Teht#vin yksinkertainen erikoistapaus, missi kdyri on paraabeli y = 2?2 ja piste P
on sen huippu, on ollut pitkén matematiikan ylioppilastehtéavana kevaalla 2001.

Toisen asteen kayrilld on useita lauseessa esitetyn tyyppisid ominaisuuksia. Namé
voidaan usein todistaa puhtaasti geometrisin keinoin, mutta tarvittavaa geometriaa
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el nykyaén juurikaan opeteta ja tuskin se olisi perusteltuakaan. Toisena vaihtoehto-
na on todistaminen algebrallisesti analyyttisella geometrialla. Tamé& johtaa herkésti
siind méa#rin mittaviin laskuihin, ettd késin laskeminen tuskin on mielekésti. Sym-
bolisella laskentaohjelmalla tyé on kuitenkin kohtuullinen. Se opettaa mydos jérjes-
telmallistéa ajattelua ja antaa alkeisalgebran taitoja, joilla on kayttoéd laajemminkin.

Olisiko taméantyyppisilla tehtavilla kayttoa vaikkapa harjoitustoind?

Kaoottinen heiluri

http://matta.hut.fi/matta/delta/sovell/heiluri2.html
http://matta.hut.fi/matta/delta/nb/heiluri2.nb

Heilurin varren pituus on L ja sen pdissid on pistemdinen paino massaltaan my.
Painoon on kiinnitetty toinen vastaavanlainen heiluri varren pituutena L ja painon
massana msy. Tutki heilurin liikettd olettaen, ettd heilahtelut tapahtuvat tasossa.

Kyseessi on fysikaalisen ilmion mallintaminen matemaattisesti differentiaaliyhtaloil-
14 ja ndiden ratkaiseminen.

Lagrangen teoria antaa differentiaaliyhtéloiksi

d20 420 do,\* . _
dt; + mW; cos(fy — 61) —m (d_t2> sin(fy — 6;) + %sm 0, =0,

220 d20 do\> . :
W; + W; cos(fy — 61) + (d_tl) sin(f, — 6,) + % sinfy = 0,

mo

missa m = . Naiden ratkaisu alkeisfunktioiden avulla ei onnistu. Numeeri-

my + mo
nen ratkaiseminen halutuista alkuehdoista ldhtien sen sijaan on mahdollista, mutta

vaatii luonnollisesti melkoisen méaran laskutyotéd. Laskentaohjelmalla tdmé kuiten-
kin sujuu vaivattomasti.

Saaduista ratkaisuista voidaan piirtda erilaisia graafisia esityksid. Heilurin liike voi-
daan myo6s animoida, jolloin saadaan havainnollinen kuva ilmion luonteesta.

On my6s mahdollista astua askel pidemmille: Rakennetaan todellinen fysikaalinen
heilurisysteemi ja kerdtéén tdmén liikkeestd data mittauksilla. Vertaamalla lasket-
tua ja havaittua péddstdan pohtimaan matemaattisen mallin tarkkuutta ja mahdolli-
sia virheldhteitd. Alkuehtoja muuttamalla voidaan tutkia mahdollisuutta ennustaa
kaoottisen ilmion kayttaytymisté.
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