Ellipsin kaarevuusympyrat

Minka tahansa kayran kaartumista jossakin sen pisteessa voidaan mitata muodostamalla pisteen
kautta kulkeva ympyraviiva, jonka kaartuminen on yhtd voimakasta kuin kayran kaartuminen
kyseisessa pisteessa. Ympyraa kutsutaan k&aarevuusympyrakf ympyran sadettéa kayran
kaarevuussateekkyseisessa pisteesgéarevuuson kaarevuussateen kdénteisarvo. Kaarevuus

on siis sitd suurempi, mita jyrkemmin kayra kaartuu.

Edella sanottu ei luonnollisestikaan ole kaarevuusympyran maarittely: 'yhta voimakas kaar-
tuminen’ vaatii tdsmallisen maarittelyn. Taméa voidaan tehda differentiaalilaskennan keinoin,
mutta tdssé yhteydessa siihen ei lahemmin paneuduta.

Usein kayran kulku voidaan hahmotella, jos sen kaarevuusympyrat riittdvan monissa pisteissa
tunnetaan. Ellipsin tapauksessa riittad melko hyvin tuntea akseleiden paatepisteisiin liittyvat
ympyrat. Naméa saadaan yksinkertaisella geometrisella konstruktiolla:
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Piirretaan ellipsia ympéaroiva suorakulmAd3CD, jonka sivut ovat ellipsin padakseleiden suun-
taiset ja pituudeltaan si2a ja 2b. Suorakulmiolle piirretaan jompikumpi lavistaja, esimerkiksi

AC ja talle normaalit kahden muun karkipisteen, téllBija D, kautta. PisteeB kautta kulkeva
normaali leikkaa ellipsin ison akselin pisteessdja pikku akselin jatkeen pistees€a. Na-

ma ovat ison akselin toiseen paatepisteeseen ja pikku akselin toiseen paatepisteeseen liittyvien
kaarevuusympyroéiden keskipisteet. Kaarevuusympyrat voidaan siis piirtaa.

Vastakkaisiin paatepisteisiin liittyvat symmetriset kaarevuusympyréat saadaan vastaavasti pis-
teenD kautta kulkevan normaalin avulla.

Jos ellipsin akselit tunnetaan, voidaan kaarevuusympyrat konstruoida. Itse ellipsin voi talléin

likimaaraisesti hahmotella vapaalla kadelld, kuten kuvion oikean ylanurkan osasta ilmenee: Pu-
nainen ellipsinkaari liittyy kummankin akselin paatepisteen lahella piirustustarkkuuden rajoissa

varsin tarkoin vastaavaan kaarevuusympyraan ja siirtyy ympyralta toiselle melko lyhyella mat-

kalla.

Oheinen kuvio on laadittu Cabri-Geometria-ohjelmalla. Cabri-dokumentissa ellipsin kokoa ja
muotoa voidaan muuttaa tarttumalla hiireKakeskisiin ympyréihin ja kasvattamalla tai pie-
nentamalla naiden sateita. Muu konstruktio muuttuu talléin vastaavasti.



Harjoitustehtavia

Piirra ellipseja kuvatulla menetelmalla ja arvioi tulosten hyvyytta. Miten piirtdmiseen tarkuu-
teen vaikuttaa ellipsin akselien suhde? Osoita esitetyn konstruktion perusteella, ettd kaare-
vuusympyréiden séteet ovaf /b ja b’/a. Perehdy kaarevuusséteiden laskemiseen differenti-
aalilaskennan avulla ja osoita, etta talla tavoin saadaan em. arvot kaarevuussateille, ts. etta esi-
tetty konstruktio todellakin antaa kaarevuusympyrat.
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