
Yhtälöitä ja epäyhtälöitä

Kompleksilukujen summan liittoluku voidaan muodostaa termeittäin, tulon vastaavasti tekijöit-
täin:

z1 +z2 = z̄1 + z̄2, z1z2 = z̄1z̄2.

Huomionarvoisia yhtälöitä ovat myös seuraavat:

¯̄z= z, |z̄|= |z|, zz̄= |z|2, 1
z

=
z̄

|z|2 .

Itseisarvon suhde laskutoimituksiin on samanlainen kuin reaaliluvuilla:

|z1z2|= |z1||z2|, |z1 +z2| ≤ |z1|+ |z2|.

Kertolaskun tapauksessa kyseessä on siis yhtälö, yhteenlaskun tapauksessa epäyhtälö. Jälkim-
mäinen on oikeastaan osa pidempää epäyhtälöketjua, ns.kolmioepäyhtälöä:

||z1|− |z2|| ≤ |z1 +z2| ≤ |z1|+ |z2|.

Yhtälöiden todistukset ovat varsin suoraviivaisia laskuja, kun kompleksiluvut kirjoitetaan
reaali- ja imaginaariosansa avulla, so. muotoonz= x+ iy. Kolmioepäyhtälön tapauksessa työtä
on hieman enemmän:

Koskaz+ z̄= 2x = 2Rez ja |Rez|= |x| ≤
√

x2 +y2 = |z| kaikilla kompleksiluvuillaz, on

|z1 +z2|2 = (z1 +z2)(z̄1 + z̄2) = z1z̄1 +z1z̄2 +z2z̄1 +z2z̄2

= |z1|2 +2Re(z1z̄2)+ |z2|2{
≤ |z1|2 +2|z1||z2|+ |z2|2 = (|z1|+ |z2|)2,

≥ |z1|2−2|z1||z2|+ |z2|2 = (|z1|− |z2|)2,

mistä seuraakin

|z1 +z2| ≤ |z1|+ |z2|,
|z1 +z2| ≥ ||z1|− |z2||.
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