
Eulerin yhtälön muuntaminen ja ratkaiseminen

Lineaarista ja homogeenista differentiaaliyhtälöä

Pn(x)y(n) +Pn−1(x)y(n−1) + · · ·+P1(x)y′+P0(x)y = 0

kutsutaanEulerin yhtälöksi, jos kerroinfunktiot ovat muotoaPk(x) = akxk, missä luvutak ovat
vakioita.

Tämä voidaan muuntaa vakiokertoimiseksi yhtälöksi sijoituksellax = et eli t = lnx. Tällöin on
rajoituttava arvoihinx > 0. Tuntemattoman funktiony(x) sijaan tulee tällöin uusi tuntematon
funktio u(t):

y(x) = y(et) = u(t).

Funktionu derivaatat ovat

u′(t) = y′(x)et ,

u′′(t) = y′′(x)(et)2 +y′(x)et ,

u′′′(t) = y′′′(x)(et)3 +3y′′(x)(et)2 +y′(x)et ,

. . .

Ratkaisemalla näistä perättäin funktioy ja sen derivaatat saadaan

y(x) = u(t),

y′(x) = e−tu′(t) = x−1u′(t),

y′′(x) = e−2t(u′′(t)−u′(t)) = x−2(u′′(t)−u′(t)),

y′′′(x) = e−3t(u′′′(t)−3u′′(t)+2u′(t)) = x−3(u′′′(t)−3u′′(t)+2u′(t)),
. . .

Kun nämä sijoitetaan alkuperäiseen yhtälöön, supistuvat kerroinfunktioissa olevat muuttujanx
potenssit pois ja jäljelle jää funktiotau(t) koskeva vakiokertoiminen yhtälö.

Tämän perusratkaisut ovat muotoau(t) = erkt tai yhtyvien juurien tapauksessa muotoau(t) =
t perkt , p = 1,2, . . . . Palaamalla muuttujaanx saadaan

y(x) = u(t) = u(lnx) = xrk

tai yhtyvien juurien tapauksessay(x) = (lnx)pxrk.

Jos kerroinrk on kompleksinen, ts.rk = αk + iβk, on syytä ensin lausua eksponenttimuotoinen
ratkaisu reaalimuodossa ja vasta tämän jälken sijoittaat = lnx:

y(x) = u(t) = eαkt [C1cos(βkt)+C2sin(βkt)] = xαk[C1cos(βk lnx)+C2sin(βk lnx)].

Eulerin yhtälö ratkaistaankin edellä sanottuun perustuen yleensä yritteelläy = xr , jolloin siir-
tymistä uuteen muuttujaant ei tarvitse tehdä. Yritteen sijoittaminen yhtälöön antaa astettan
olevan polynomiyhtälön eksponentiller.
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