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EsITIEDOT: M monikulmiot Mympyratoisen asteen kayrd@pallo Mkartio H Hakemisto
ja lierio, M toisen asteen pinnat

KATso myos: M pinta-alojen ja tilavuuksien laskeminen

Laskemisesta ja maarittelysta

Tasokuvioiden pinta-alojen seka avaruuskappaleiden tilavuuksien ja pinta—a@%@ﬁ’iﬂzu 2)

laskeminen perustuu suoraviivaisten kuvioiden tai kappaleiden tapauk spa
. . . . - .. . . . . .. fjlavuus

yleensa alkeisgeometrisiin paattelyihin. Kayrien viivojen ja pintojen ramttar?g!E

o Lo ; groimalla)
alat ja tilavuudet lasketaan yleensa integroimalla.

Kayran kaarenpituuden, tasokuvion alan, avaruuspinnan alan ja kappalee@iayra (taso-)
vuuden kasitteet eivat ole aivan yksinkertaisesti maariteltavissa. Maaritelmageyra
rustuvat seuraaviin ideoihin: (avaruus-)
H pinta
e Kayran kaarenpituuden maarittelyssa lahtokohtana on, ettéd janan p@iesa
osataan maarittaa. Kaarenpituutta approksimoidaan sijoittamalla kaygilgsisyys
perakkaisia jakopisteita ja yhdistamalla ndmé& murtoviivaksi. TA&man pitgisgeiden)
voidaan laskea summeeraamalla osajanojen pituudet. Jos murtoviivan pi-
tuudella on raja-arvo jakopisteistoa tihennettaessa, se maaritellaéan ka u%l]%?;?
pituudeksi.

e Tasokuvion pinta-alan maarittelyn l[ahtokohtana on, ettd suorakulmiormaorakulmio
on erisuuntaisten sivujen pituuksien tulo. Kuvion sisaan asetetaan suora-
kulmioita, jotka eivat peita toisiaan, ja lasketaan naiden yhteinen pinta-ala.

Pienin mahdollinen ylaraja tallaisten suorakulmiojoukkojen yhteispiripienin ylaraja
alalle on tasokuvion pinta-alan sisaapproksimaatio. Samalla tavoin kuvio

voidaan peittaa suorakulmioilla, jotka eivat peita toisiaan, ja laskea naiden

yhteinen pinta-ala. Suurin alaraja kuviota peittavien suorakulmiojoukBbsuurin alaraja
jen pinta-aloille on tasokuvion pinta-alan ulkoapproksimaatio. Jos sisa- ja
ulkoapproksimaatio ovat yhta suuret, yhteista arvoa kutsutaan kuvion alak-

Si.

e Avaruuskappaleen tilavuus maaritellaan samaan tapaan kuin tasokuvion
pinta-ala, mutta suorakulmioiden sijasta kaytetaan suorakulmaisia sar-
mioitad. Tallaisen s&rmion tilavuus on samasta karjesta lahtevien siv Sll’;i‘lrmn;ionésnt;o'
pituuksien tulo.

e Avaruudessa olevan pinnan ala voidaan maaritella asettamalla pinnalle
jakopisteitd ja yhdistamalla nama kolmioverkoksi. Jokainen kolmio Eixolmio
tasokuvio ja sen pinta-ala voidaan laskea. Kolmioverkon yhteispinta-ala
on approksimaatio avaruuspinnan alalle. Jos jakopisteistoa tihennettaessa
yhteispinta-alalla on raja-arvo, tata kutsutaan avaruuspinnan alaksi.

Edell& mainittujen raja-arvojen olemassaolo tai sisd- ja ulkoapproksimaatioiden
yhtasuuruus ei ole itsestddn selvdd. Esimerkeiksi kelpaavat monet fraktaaliku-
viot.
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Tasokuviot

Kolmio H kolmio
ala= ah/2; a kanta,h kantaa vastaan kohtisuora korkeus

Suorakulmio H suorakulmio
ala=ab; a, b samasta karjesta alkavien sivujen pituudet

Suunnikas H suunnikas
ala= ah; a kanta,h kantaa vastaan kohtisuora korkeus H vektoritulo

ala=|a x b|; a, b samasta kéarjesta alkavat sivuvektorit

Puolisuunnikas puolisuunnikas

b - .
ala= a4 ;r h: a,bkannath naitd vastaan kohtisuora korkeus

Ympyra H ympyra
kehanpituus= 27r; r ympyran sade
ala= 7r?; r ympyran sade

Ympyréan sektori M sektori
kaarenpituus= ar;  « keskuskulma radiaaneissasade H keskuskulma
ala= ar?/2; o keskuskulma radiaaneissasade H radiaani
ala=rs/2; r sades kaarenpituus

Ympyran segmentti H segmentti

vastaava sektori
— vastaava keskuskolmio, jos< o <,
+ vastaava keskuskolmio, jas< a < 27;
o keskuskulma radiaaneissa

o H ellipsi (xy-
2/,.2 2/12
Elllplsm /a +y /b* =1 s el koordinaateissa)
ala= wab; a, b ellipsin puoliakselit M puoliaksell
(ellipsin)
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Kappaleet |

Suorakulmainen sarmio
tilavuus= abc; a, b, c sSamasta karjesta alkavien sarmien pituudet

Suuntaissarmio
tilavuus= Ah; A pohjan alaj pohjaa vastaan kohtisuora korkeus
tilavuus= |a-b x c|;
a, b, c samasta karjesta alkavat sarmavektorit

Lierid, prisma
tilavuus= Ah; A pohjan alaj pohjaa vastaan kohtisuora korkeus

Suora ympyréalierio
tilavuus= 7r2h ;
vaipan ala= 27rh ;

r pohjaympyran sade, korkeus
r pohjaympyran sade, korkeus

Kartio, pyramidi
tilavuus= Ah/3; A pohjan ala,

h pohjaa vastaan kohtisuora korkeus

Suora ympyrakartio
tilavuus= 7r?h/3 ;
vaipan ala= 7rs ;

r pohjaympyran sade, korkeus
r pohjaympyrén sade,sivujana

Katkaistu kartio, katkaistu pyramidi
tilavuus= h(A; + VA1 Az + As)/3;
Ay, A, pohjien alat,
h pohjia vastaan kohtisuora korkeus

Katkaistu suora ympyrakartio
tilavuus= wh(rf + rire +13)/3;
r1, 7o pohjaympyroiden sateét, korkeus
vaipan ala= 7 (r; + 12)s ;
r1, 7o pohjaympyréiden sateet,sivujana
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Kappaleet Il

Pallo M pallo
tilavuus= 47r%/3;  r pallon séade
ala= 4mr?; r pallon séade

Kalotti, vy6hyke H kalotti
ala= 2nrh ; r pallon sadeh kalotin tai vydhykkeen H vyohyke

pohjaa vastaan kohtisuora korkeus
Pallosektori H pallosektori

tilavuus= 27r2h/3; r pallon séde,
h sektoria vastaavan kalotin tai vyohykkeen
pohjaa vastaan kohtisuora korkeus

Pallosegmentti pallosegmentti

tilavuus= 7h?(r — h/3) ;
r pallon sddeh segmentin pohjaa vastaan
kohtisuora korkeus

Ellipsoidi z?/a* + y*/b* + 2*/c* = 1 H ellipsoidi
tilavuus= 4wabc/3; puoliakselita, b ja c
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