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Kompleksilukujen kunnan konstruointi

Seuraava esitys osoittaa, miten kompleksilukujoukko voidaan mééritelld tunnetuista reaalisista késitteista lahtien.
Madrittelyjen jalkeen on helppoa osoittaa Mathematican laskentamahdollisuuksia kayttden, ettd tulos on algebralliselta
rakenteeltaan kunta.

Laskutoimistusten maérittely joukkoon R?

Lahtokohtana on xy-taso, ts. joukko R?, jonka alkioiden valille mééritellaan yhteen- ja kertolasku. Alkiot ovat
lukupareja, Mathematican terminologialla kaksialkioisia listoja. Méaarittelyd varten muodostetaan aluksi testi, joka
tarkistaa, etta funkion argumentit ovat sallittua tyyppia:

n[1:= ctest[z_] :=Head[z] == List && Length[z] =2

Laskutoimitukset ovat kahden argumentin funktioita, joiden arvona on argumenttien summa ja tulo siten kuin ne
kompleksiluvuille mééritellaan:

In2l= summal[z_7?ctest, w_7?ctest] := {Z + W1y, Zg2p + W2}
In[3]:= tUIO[Z_?CteSt, W_?Ctest] .= {Z|Il]] W|Il]] - Z|I2]] W|I2]] , ZlIl]] W[[Z]] + Z|I2]] W|Il]]}

Merkinta zp viittaa listan z k:nteen alkioon.

Jotta paéstadn luonnollisempiin summan ja tulon merkintdihin, asetetaan Mathematicassa valmiiksi mééritelty (mutta
merkitysté vailla oleva) funktio CirclePlus tarkoittamaan funktiota summa, vastaavasti CircleTimes
tarkoittamaan funktiota tulo. Talléin laskutoimitusten symboleina voidaan kéyttaa renkaan sisassa olevia plus- ja
kertomerkkeja (vinoristi).

4= CirclePlus = summa;
insl= CircleTimes = tulo;
Taman jélkeen laskutoimitukset toimivat normaaliin tapaan:

nel= {1, 2}® {3, 4}
oufel= {4, 6}

n7= {1, 2}® {3, 4}

ouf7= {-5, 10}

Nolla, ykkonen ja imaginaariyksikko ovat erikoisasemassa olevia kompleksilukuja ja ndille annetaan omat nimet:
mgr= 0= {0, 0}
ougl= {0, O}
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o= e = {1, 0}
ouel= {1, 0}

o= 1 = {0, 1}
ouf10= {0, 1}

Tal6in patee
1= I®1 = -e

outi11]= True

Tuloksena on saatu yhteen- ja kertolaskulla varustettu kompleksilukujen joukko C.

Kuntastruktuuri

Joukko C voidaan osoittaa kunnaksi tarkistamalla kunta-aksioomien voimassaolo. Naissa esiintyy kolme
mielivaltaisesti valittua kompleksilukua, joten luodaan kolme symbolista kaksialkioista listaa:

2= a= {a1, az}; b= {B1, B2}; C= {¥1, ¥2};
N&ita kayttden tarkistetaan kunta-aksioomien voimassaolo yksi kerrallaan.
Yhteenlaskun vaihdannaisuus:
n13}= a®b = beoa
ou13]= True
Yhteenlaskun liitdnndisyys:
n4= (aéb)ec=ae (be&c)
outi14]= True
Yhteenlaskun neutraalialkio on nolla-alkio o:
In[15]:= a®o =
out[15]= True
Alkion a = {01, ap} vasta-alkio I0ydetdan ratkaisemalla yhtélo:
inf16]= X = {&1, £2};
7= Solve[a®X = 0, X]
oufi7l= {{&1 > -a1, £2 > -0z} }

inf18l:= X /. %[[1]]

out1gl= {-a1, -2}

Kertolaskun vaihdannaisuus:
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Inf19= a®b == b®a
outf19]= True

Kertolaskun liitdnndisyys, missé tarvitaan eksplisiittinen sievennyskasky:
o= (a®b)®c=a® (b®c)

out0)=  { (a1 B1 -2 B2) ¥1 - (02 B1+ 01 B2) Y2, (02 B1+ a1 B2) ¥1+ (01 B1 - 02 B2) Y2} =
{-o2 (B2ay1+B1v2) +a1 (Biy1-B2v2), a1 (B2y1+B1vy2) +az (B1¥1-B2¥2)}

1= % // Simplify
out1= True
Kertolaskun neutraalialkio on ykkdsalkio e:
In[22= a®e =
ou22l= True
Alkion a = {o1, az} kéénteisalkio 16ydetéan ratkaisemalla yhtalo:
ne3= Solve[a®X = e, X]

(04
out[23]= {{51% m’ 52%*&”

4= X /- %[[1]]

aa az
ouaE {5, — s |
ag + a3 aT + o3

Osittelulaki:

nesl= a® (béc) = (a®b) ® (a®C)

out2s]= {01 (B1 +¥y1) -0z (B2 +¥2), 02 (B1+y1) +oa (B2 +¥y2)} =
{aa Br-o02 B2 +01¥1-0a2y2, Q2 B1+0a1 B2+ 02¥1+01Y2}

in2e1= % // Simplify

out26]= True

Koska kaikki kunta-aksioomat ovat voimassa, joukko C varustettuna edelld maéritellyilla laskutoimituksilla on
todellakin kunta.

Lisayksia laskutoimitusten maarittelyyn

Koska seka summa etta tulo ovat liitdnnaisia, olisi luontevaa sallia sulkujen poisjattdminen useamman termin

summassa ja useamman tekijan tulossa. llman lisamaarittelyja tdmad ei kuitenkaan onnistu, koska funktiot summa ja

tulo on edelld mééritelty vain kahden argumentin tapauksessa.
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n27= a®beéc

oute7l= summal {o1, o2}, {B1, B2}, {¥1, ¥2}]

Tarvittavat lisdamaérittelyt ovat seuraavat:

In28:= sSumma[z_?ctest] :=

Inf29l= summaf[z__ ?ctest, w__?ctest] = summa[summa[z], summa[w] ]
inpRo= tulo[z_?ctest] :=

np1= tulo[z__ ?ctest, w__ ?ctest] := tulo[tulo[z], tulo[w]]

Taman jalkeen sulkujen poisjattaminen tai mielivaltainen ryhmittely toimii:
nE2= a®beéc
ou3zl= {oq +fB1+¥1, 02 + B2+ ¥2}
nE3= aebeceaebecea

ou33l= {301 +2B1+2y1, 302+2B2+2v2}

In[34]= a®a®a

oudl= {-2a1 05 +0a1 (0 -a3), 202 o + 02 (02 - 03) }

nsl= laskul = (a® (a®a) ®b) ® (c®a)

oussl= {- (a2 ((0f -a3) Br-201 a2 B2) +ou (2o 02 B1+ (€ - 03) B2)) (02 ¥y1+01 ¥2) +
(o1 ((0 -0a3) f1-2a102PB2) ~ap (2o1 a2 B1+ (0F —03) B2)) (01 v1 - 02 ¥2)
(o1 ((@-03) B1-20a102B2) ~ap (2agap By + (0f - 03) B2)) (02 y1+01 ¥2) +
(a2 ((0f -03) B1-201 a2 B2) +ou (2azaz B+ (af -ad) B2)) (0av1-azv2)}

nel= lasku2 = a® (((a®a) ®b) ®ce®a)

oupzsl= {oa (- (20102 B1+ (af - 03) B2) (a2 y1+01y2) +
((0f -ad) B1-2a1 02 B2) (a1y1-02v2)) -

oz (((0f -a3) B1-201 a2 B2) (02 1 +01 ¥2) +

(201 02 B1 + (0f - 03) B2) (a1 v1-02¥2))»

o2 (- (2aq a2 B1 + (0f - &) B2) (a2 v1+a1vz2) +

((0f -a3) Br-201 02 B2) (01 y1-02¥2)) +

o1 (((02 -a3) B1-201 a2 B2) (02 y1+01 v2) +

(201 02 B1 + (0f - 03) B2) (a1 v1-02v2))}

inB7:= laskul - lasku2 // Simplify
oue7l= {0, 0}

Summan ja tulon laskujarjestysta ei tarvitse erikseen maéritelld, silld Mathematicassa on valmiina maarittely, jonka
mukaan ® lasketaan ensin ja @ sen jalkeen:

nEsl= (a®b) ® (a®C) == a®bda®c
out[3g]= True
My®s ei-negatiivinen kokonaislukupotenssi voidaan maaritella:

in@9:= pottest[n_] := IntegerQ[n] && NonNegative[n]
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Inf0]= z_?cteston_7?pottest :=Nest[z®# &, e, n]

Huomaa, ettd symbolina ei ole tavallinen hattumerkki,vaan pieni vinonelio!
inp1= a< 2 // ExpandAll

outf41]= {oc% - O(% , 201 02}

in42l= potl =ae5®b o3 // ExpandAll

outz= {03 B3 -1003 05 B3 + 501 03 35 - 150F a2 35 B2 + 30 0% o3 B2 B2 - 33 35 B2 -
3ajr{/31/3%+3Oa%a%51/35715a10<‘2‘/31/3%+5a‘110(2/33710a%a%/3§+ag/3§,
50f0283-1002 a3 B3+ 03 B3 +3 a3 B3 B2-3005 a3 33 B2 + 15 a1 aF 37 B2 -
150f 02 B1 B85 +3002 03 B1B5-303B1B% -3 B3+1005 a3 B3 -5a1 o B3)

In@43= pot2 = a®a®a®a®a®be®b®b // ExpandAll

outs= {03 B3 -1003 05 B3 + 501 03 35 - 150F a2 35 B2 + 30 0% o3 B2 B2 - 33 35 B2 -
3ajr{/31/3%+3Oa%a%51/35715a10<‘2‘/31/3%+5a‘110(2/33710a%a%/3§+ag/3§,
50(‘1‘0(2[5%—10a%a§5§+a%5%+3a?6%52—30a%a%6%62+15a1a§/3%62—
150f 02185 +3002 03 B1B5-303B1B% -3 B3 +1003 a3 B3 -5a1 o B3)

In44l= potl - pot2 // Simplify

out44= {0, 0}

Siirtyminen kompleksilukujen tavanomaiseen esitykseen

Edella on rakennettu kompleksilukuaritmetiikkaa Mathematicaan tarkoituksena osoittaa, miten tdméa maéritelmien
pohjalta tulisi periaatteessa tehda. Lopuksi on syyté katsoa, miten voidaan siirtyd kompleksilukujen tavanomaiseen
esitykseen, miké toki on Mathematicassa valmiinakin. Edelld kasitellyt kaksialkioisen listan muotoiset kompleksiluvut
voidaan muuntaa normaaliin muotoon funktiolla

In4s:= normMuoto[z_7?ctest] = Zpip + 1 Zpg

Téssé 1 tarkoittaa imaginaariyksikkod. Esimerkiksi:
In[46]:= normMuoto[a]

out[46]= 01 + 1 a2

In[47:= normMuoto[a ¢ 2]

out[47]= o& +21a10 - a%

iniel= ipot = Table[ion, {n, 0, 10}]
Out[48]= {{11 0}1 {01 1}1 {_11 0}1 {01 _1}1 {11 0}1

{01 1}! {_1, O}! {0! _1}1 {1, O}! {0! 1}, {_1, O}}
In[49:= Map[normMuoto, ipot]

ous9= {1, 1, -1, -1, 1,1, -1, -1, 1, 1, -1}
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Varsinaisesti kompleksiluvuilla laskettaessa ne syétetddn Mathematicassa suoraan normaalimuodossa.
Laskutoimitussymbolit ovat samoja kuin reaalisten muuttujien tapauksessa. Esimerkiksi:

nso= (2+31) (4+51)
ous0l= -7 +22 1

infs1]= (2+3 1)/ (4+51)

23 21

Out[51]= H + H

inis21:= Table[i”™n, {n, 0, 10}]
ouws2= {1, i, -1, -1, 1,1, -1, -1, 1, i, -1}

Harjoitustehtavia

1) Laske kompleksilukujen z; = =5+ 7i jaz, = —2 — 114 summa, tulo ja osamaéara seké edella olevan
maaritelman mukaisella formalismilla ettd normaalia tapaa kéyttéen.

2) Laske kompleksilukujen z; = cos(¢;) + i Sin(e;) ja Zo = €0S(¢2) + i Sin(g,) tulo ja osaméaard seka luvun z;
kaanteisluku edella olevan méaaritelman mukaisesti. Sievenna tulokset.

3) Madrittele funktiot, jotka antavat reaalilukuparina esitetyn kompleksiluvun liittoluvun ja itseisarvon. Tarkista
néita kdyttaen, ettd seuraavat yhtélét ovat voimassa kaikille kompleksiluvuille: a) z; +z, =23 + 25, b) 71 2, = 21 25,
c)z=zd) |z|=zl,e)zz= [z f) |uz]=zl2]
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