Simo K. Kivela, 13.7.2004

Frégier'n lause

Toisen asteen kayrilla — ellipseillg, paraabeleilla, hyperbeleill4 ja niiden erikoistapauksilla — on melkoinen méaré
yksinkertaisia sdanndllisyysominaisuuksia. Erés tallainen on Frégier'n lause:

Olkoon P toisen asteen kayralla sijaitseva piste ja olkoot PA ja PB kaksi taméan pisteen kautta kulkevaa toisiaan
vastaan kohtisuoraa kayran jannetta. Talloin on olemassa kiintea piste Q, jonka kautta suora AB kulkee
riippumatta siité, missa asennossa janteet PA ja PB ovat. Piste Q sijaitsee pisteeseen P asetetulla kayran
normaalilla.

Kuva tilanteesta ellipsitapauksessa:

Lauseen erikoistapaus on ollut kevaan 2001 ylioppilaskirjoitusten pitkdn matematiikan kokeessa seuraavassa
muodossa:

Suorakulmaisen kolmion kaikki karjet sijaitsevat paraabelilla y = x?; suoran kulman karki on paraabelin huipussa.
Osoita, ettd jokaisen tallaisen kolmion hypotenuusa leikkaa paraabelin akselin samassa pisteessa. Maaritd tdma piste.

Frégier'n lauseen todistus voi perustua analyyttiseen geometriaan. Taméan johdosta on luontevaa kayttaa hyvaksi
jotakin symbolisen laskennan ohjelmaa, jolloin ei tarvitse huolehtia monimutkaisista sievennyksista ja ndissa herkésti
syntyvistd virheista. Ei symbolisten ohjelmienkaan kaytté ongelmatonta ole: niill4 on omat heikkoutensa, joita on
opittava varomaan.

Seuraavassa esitetdan Frégier'n lauseen todistus ellipsitapauksessa Mathematica-nimista symbolista ohjelmaa kayttéen,
jolloin mekaaniset laskut voidaan antaa ohjelman tehtéviksi. Itse asiassa tdmé kirjoitus on kokonaisuudesaan laadittu
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Mathematican avulla; se nimittdin siséltdd myos ainakin jonkintasoiset mahdollisuudet tekstinkasittelyyn ja
matemaattisten kaavojen kirjoittamiseen.

Todistus

Tarkasteltavana oleva ellipsi voidaan sijoittaa origokeskiseksi, ilman ettd probeemaa mitenkaan rajoitetaan.
Muodostetaan siis origokeskisen ellipsin yhtald ja talletetaan tdimé nimelle el 1 ipsi:

= ellipsi = x*2/a”2 + y™"2/b"2 == 1

2
X2y

2
Out[1]= ? + b2

Lauseessa esiintyvé piste P valitaan ellipsin kehaltd. Jokainen kehdpiste voidaan esittd4d muodossa (a cos(t), bsin(t)).
Téassa t on ns. parametri, joka voi saada arvot valiltdi0 < t < 2 r; talldin jokainen kehépiste tulee huomioiduksi.
n2l= P = {aCos[t], bSin[t]}
ouf2= {aCos[t], bSin[t]}

Pisteen koordinaatit voidaan sijoittaa ellipsin yhtalodn, jolloin se todellakin toteutuu:
in@El= ellipsi /. {x->P[[1]1], Y~>»P[[2]]} // Simplify

outdl= True

Pisteen P kautta asetetaan kaksi toisiaan vastaan kohtisuoraa suoraa. Annetaan naiden yht&lét vektorimuodossa, jolloin
niitd on népparaa kasitelld. Vektorit esitetddn Mathematicassa kahden alkion listoina, esimerkiksi 21 + 3] muodossa
{2,3}. Koska suorat ovat kohtisuoria, tulee niiden suuntavektoreiden skalaaritulon olla = 0. Jos suuntavektorit
kirjoitetaan muotoon {p, q} ja {-q,p} tdma ehto tayttyy, mutta muulla tavoin ei suorien suuntia ole rajoitettu.
Vektoriesityksessa tarvittava parametri olkoon u:

n4l= PA= {X, y}=P+u{p, q}
outd= {X, Y} == {pu+aCos[t], qu+bSin[t]}

inl= PB = {X, y} =P + u{-q, p}
outs= {X, Y} == {-qu+aCos[t], pu+bSin[t]}

Etsitaén erikseen kummankin suoran ja ellipsin leikkauspisteet. N&ita on kummassakin tapauksessa kaksi ja niista
toinen on luonnollisesti ellipsillé oleva piste P, jonka kautta suorat asetettiin. Ratkaisujen sieventdminen edellyttéa
useampaa sievennyskaskyé perékkain aseteltuina: //Ful 1Simplify//PowerExpand//FullSimplify:

inel:= ratkl = Solve[{ellipsi, PA}, {X, Yy, u}] // FullSimplify // PowerExpand //
FullSimplify

~2ab (bpCos[t] +aqgSin[t])

b2p2+a2q2
a ((-bZ2p2+a2g?) Cos[t] -2abpqgSin[t])
b2 p2+a2q2

b (-2abpqCos[t] + (bp-aq) (bp+aq) Sin[t])

y= b2 p2+a2q2 }1

{u-0, x->aCos[t],y->bSin[t]}}

out[s]= { {u -

X =
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in7= ratk2 = Solve[{ellipsi, PB}, {X, y, u}] // FullSimplify // PowerExpand //
FullSimplify
R 2ab (bgCos[t] -~apSin[t])
a2p2+b2q2
a((ap-bq) (ap+bq) Cos(t] +2abpgSin[t])
a2p2+b2q2
b (2abpgCos[t] + (-a2p?+b2g?) Sin[t])
- azp2 + b2 g2 1

ou7= {{u-0, x>aCos[t], y->bSin[t]}, {u

X =

Edellisessé tapauksessa edellinen ratkaisu antaa etsityn pisteen. Jalkimmaisessa tapauksessa tdma on jalkimmainen.
Talletetaan saatujen toisten leikkauspisteiden A ja B koordinaatit omille nimilleen:

ngl= A= {X, Yy} /.ratkl[[1]]
a((-b?p?2+a?20g?) Cos[t] -2abpgSin[t])
b2p2+a2q2
b (-2abpqgCos[t] + (bp-aq) (bp+aq) Sin[t])
b2p2+a2q2 }

out[g]= {

nEl= B = {X, Yy} /. ratk2[[2]]
a((ap-bq) (ap+bq) Cos[t] +2abpgSin[t])
a2p2+b2q2
b (2abpqgCos[t] + (-a2p?+b2g?) Sin[t])
a2p2+b2q2 }

out[g]= {

Suoran AB yhtéld voidaan esittda joko vektorimuodossa tai x- ja y-koordinaatit sitovassa muodossa; seuraavassa
jalkimmainen vaihtoehto:

mf0}= AB =y - A[[2]] == (B[[2]1] -A[[211) 7/ (BL[1]1]1-ATl[1]1]) (x - A[[11])
b (-2abpqCos[t] + (bp-aq) (bp+aq) Sin[t])

ou[10]= Y - b2 p2 + a2 o2 ==
N a ((-b2p2+a2g?) Cos[t] -2abpqgSin[t])
(( - b2p2+a2q2
b (-2abpqgCos[t] + (bp-aq) (bp+aq) Sin[t])
(* b2 p2 + a2 g2 *

b (2abpgCos[t] + (-a2p? +b%g?) Sin[t]) /
a2p2+b2q2 }}
a ((-b2p?2+a2g?) Cos[t] -2abpqgSin[t])
[‘ b2 p2 + a2 g2 *
a((ap-bq) (ap+bq) Cos[t] +2abpgSin[t])
a2p2+b2q2 )

Lukija saattaa ihmetelld, miksi toisinaan suoralle kdytetadan vektorimuotoista, toisinaan xy-muotoista yhtaloa.
Molemmat ovat periaatteessa yhté hyvia. Edella olevat valinnat on tehty tavoitteena mahdollisimman yksinkertaiset ja
toisaalta symbolisen ohjelman kéyttdmahdollisuuksia mahdollisimman hyvin valaisevat laskut.

On ehka aika piirtaa tilanteesta kuvio. Tatéa varten on aluksi ladattava Mathematican lisépaketti:

1= Needs[''Graphics  ImplicitPlot™"]

Kuviota varten tarvitaan jotkin numeeriset arvot:
2= lukuarvot= {a->3, b-> 2, t-> 1.2, p->2, q->3}
our2= {a->3,b-2,t-1.2,p->2,9g->3}
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Lahtokohtana oleva piste P on talléin
in[13:= numP = P /. lukuarvot
ouf13)= {1.08707, 1.86408}
Piirtamista varten muodostetaan suorille PA ja PB xy-muotoiset yhtalét eliminoimalla vektoriesityksesta parametri:
4= PAxy = Eliminate[PA, u]
ouf1a= py+agqCos[t] -bpSin[t] ==gqx
inis= PBxy = Eliminate[PB, u]
oufis= -qy +apCos[t] +bgSin[t] ==pX
Taman jalkeen voidaan piirtaa itse kuva:

in6l= kuval = ImplicitPlot[
Evaluate[{ellipsi, PAxy, PBxy, AB} /. lukuarvot], {x, -5, 5}, {y, -5, 5}]

ouf16)= = Graphics -

Frégier'n lause vaittaa, ettd suora AB kulkee aina saman pisteen kautta riippumatta kohtisuorien suorien asennosta.
Ehdokaspisteen I0ytamiseksi voidaan suorittaaa edelld oleva lasku siten, ettd suorien PA ja PB suunnat ovat erilaiset
(mutta edelleen toisiaan vastaan kohtisuorat), jolloin saadaan jokin toinen suora AB. Ehdokaspiste on télldin uuden ja
vanhan suoran AB leikkauspiste.

Uudet suuntavektorit olkoot {r, s} ja{-s, r}.Uusi hypotenuusasuora saadaan hyvin yksinkertaisesti: korvataan
aiemmassa suorassa AB vanhat suuntavektorin komponentit uusilla:
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In[17.= AB2 = AB /. {p->r, q->S}
b (-2abrsCos[t] + (br-as) (br+as) Sin[t])
b2 r2 + a2 s2
< a ((-b2r2+a2s?) Cos[t] -2abrsSin[t])
(( - b2r2 +a2s2
(_b (-2abrsCos[t] + (br-as) (br+as) Sin[t])

oufi7= Yy -

+
b2 r2+azs2

b (2abrsCos[t] + (-a2r?2+b?2s2) Sin[t]) /
azr?+b2s?
a((-b2r2+a2s?) Cos[t] -2abrsSin[t])
(_ b2r2 +a2s2 "
a((ar-bs) (ar+bs)Cos[t] +2abrsSin[t])
aZr2+h2s? )

Taman jalkeen voidaan ratkaista uuden ja vanhan suoran AB leikkauspiste. Tulos sievennetaan.
npael= ratk = Solve[{AB, AB2}, {X, V}]
a((-b?2p?+a?qg?) Cos[t] -2abpqgSin[t])
out[18]= {{X BN ( (— bZp? ;a2 P +
a((ap-bqg) (ap+bqg) Cos[t] +2abpqgSin[t])
aZ p2 + b2 q2
b (-2abpqgCos(t] + (bp-aq) (bp+aq) Sin[t])
(_ b2 p2+a2 q2

+

(a ((-b?p?+a2qg?) Cos[t] -2abpqgSin[t])

(_ b (-2abpgCos(t] + (bp-aq) (bp+aq) Sin[t]) .

b2p2+a2q2
b (2abpqgCos[t] + (-a2p? +b?g?) Sin[t]) /
a2p2+b2q2 ))
a((-b%?p?2+a?2g?) Cos[t] -2abpgSin[t])
((b2p2+a2q2) - b2 p? + a2 2 *

a((ap-bq) (ap+bq) Cos[t] +2abpgSin[t]) /
R 1))
b(-2abpqgCos[t] + (bp-aq) (bp+aq) Sin[t])
(_ b2p2+a2q2
b (2abpqgCos[t] + (-a2p? +b%2g?) Sin[t])
a2p2+b2q2 }_
a((-b?2p?+a?qg?) Cos[t] -2abpqgSin[t])
((‘ b2 p2 + a2 g2 *
a((ap-bq) (ap+bq) Cos[t] +2abpgSin[t])
a2p2+b2q2 )
b(-2abrsCos[t] + (br-as) (br+as) Sin[t])
(((_ b2r2+azs2
b (2abrsCos[t] + (-a2 r2 + b2 s?) Sin[t]))

+

+

a2rz+b2s?
b (-2abpqCos[t] + (bp-aq) (bp+aq) Sin[t])
b2p2+a2q2

+

(a ((-b?p?+a2qg?) Cos[t] -2abpqgSin[t])

+

b (-2abpqgCos(t] + (bp-aq) (bp+aq) Sin[t])
[_ b2p2+a2q2
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b(2abpqCos[t] + (-a2p?+b?g?) Sin[t]) /
a2p2+b2q2 )}

a ((-b2p2+a2g?) Cos[t] -2abpqgSin[t])
- b2 p2 + a2 2 *
a((ap-bq) (ap+bq) Cos[t] +2abpgSin[t]) /

o )]
a((-b?r2+a?2s?)Cos[t] -2abrsSin[t])

(_ b2r2 +a2s2

a((ar-bs) (ar+bs)Cos[t] +2abrsSin[t])
azrz +b2s2 }_
b (-2abpqgCos(t] + (bp-aq) (bp+aq) Sin[t])
((_ b2p2+a2q2
b (2abpqCos[t] + (-a2p?+b?g?) Sin[t])
a2p2+b2q2 )
(_b(—ZabrsCos[t] +(br-as) (br+as) Sin[t])

[ (b? p? + a% g?)

+

+

+
b2rz+a2s?

(a ((-b?r?+a2s?) Cos[t] -2abrsSin[t])

+

b(-2abrsCos[t] + (br-as) (br+as) Sin[t])
(_ b2r2 +a2s2

b (2abrsCos[t] + (-a2r?2+b?2s2) Sin[t]) /

a2r2+b2s? )}

a ((-b2r2+a2s?) Cos[t] -2abrsSin[t])
- b2r2 +a2s2 ’
a((ar-bs) (ar+bs)Cos[t] +2abrsSin[t]) J)))/

a2r2+bh2s?

a((-b?2p?+a?qg?) Cos[t] -2abpqgSin[t])

(‘ b2 p2 + a2 o2 *
a((ap-bq) (ap+bq) Cos[t] +2abpgSin[t])
aZ p? + b? g? m/

( (b? r? + a? s?)

+

b (-2abpqgCos[t] + (bp-aq) (bp+aq) Sin[t)])
(_ b2p2+a2q2

b (2abpqgCos[t] + (-a2p?+b?g?) Sin[t])
a2 p2+b2 q2

B bZ pZ+aZ o2 az p2+bZ g2
_a((-b%2p?+a2g?) Cos[t]-2abpgSin[t]) L al (ap-bq) (ap+bqg) Cos[t]+2abpqgSin[t])
bZ pZ+aZ o2 az pZ+b2 g2

[ _b(2abpqgCos[t)+(bp-aq) (bpraqg) Sin[t]) _ b (2abpqgCos[t]+(-a?p?+b?g?) Sin[t])
+

bZrZ+a?s? a?rz+bZs?
_a((-b?2r2+a2s?) Cos[t]-2abrsSin[t]) " a((ar-bs) (ar+bs) Cos[t]+2abrsSin[t])
b2 rZ+a? s? aZ rz+p? s?

b (-2abrsCos[t] + (br-as) (br+as) Sin[t])
y»—(((— b2r2 +a2s2 ’
b (2abrsCos[t] + (-a2r?2+b?2s2) Sin[t])
azr2+bh2s?
b(-2abpqgCos(t] + (bp-aq) (bp+aq) Sin[t])
(_ b2p2+a2q2

_b(-2abrsCos[t]+(br-as) (brras)Sin[t]) _ b (2abrscCos[t]+(-a?r2+b?s?) Sin[t]) ]]

+

(a ((-b?p?+a2qg?) Cos[t] -2abpqgSin[t])

+

b (-2abpqCos[t] + (bp-aq) (bp+aq) Sin[t])
(7 b2p2+a2q2
b (2abpqgCos[t] + (-a2p?2+b2g?) Sin[t]) /
a2p2+b2q2 ))
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a ((-b2p?2+a2g?) Cos[t] -2ab Sin[t
((b2p2+a2q2) a(( p qtzzp2+[a;q2 Pq [t])
a((ap-bq) (ap+bq) Cos[t] +2abpgSin[t]) /
aZp? + b2 q? )m
a((-b?2r2+a?2s?)Cos[t] -2abrsSin[t])
(_ b2 r2+a2s2
a((ar-bs) (ar+bs)Cos[t] +2abrsSin[t])
aZzrz +b2s2 )_
b (-2abpqgCos[t] + (bp-aq) (bp+aq) Sin[t])
((_ b2p2+a2q2
b (2abpqgCos[t] + (-a2p?+b2g?) Sin[t])
a2p2+b2q2 )
b(-2abrsCos[t]+ (br-as) (br+as) Sin[t])
(_ b2r2+a2s2

+

+

+

(a ((-b?r?+a?s?) Cos[t] -2abrsSin[t])

b(-2abrsCos[t] + (br-as) (br+as) Sin[t])
(_ b2r2 +a2s2 "

b (2abrsCos[t] + (-a2r2+b2s2) Sin[t]) ))/

a2r2 + b2 s?

((b2 r2,a2s2) (L2 ((-b?r?+a2s?) Cos[t] -2abrssSin[t])

b2 rz + a2 s2
a((ar-bs) (ar+bs)Cos[t] +2abrsSin[t]) /
azr2+b2s? ]]])
a((-b2p2+a?qg?) Cos[t] -2abpgSin[t])
(_ b2p2+a2q2
a((ap-bq) (ap+bq) Cos[t] +2abpgSin[t]) /
a2p2+b2q2 ))

b (2abpgCos[t]+(-ap?+b2g?) Sin[t])

+

b (-2abpgCos[t]+(bp-aq) (bp+aq) Sin[t])
B bZ pZ+aZ g2 a2 p2+bZ q N

_a((-b%?p?+a2g?) Cos[t]-2abpqgSin[t]) 4 a ((ap-bqg) (ap+bqg) Cos[t]+2abpgSin[t])

bZ pZ+aZ g2 a2 p2+bZ 2
_ b (-2abrscCos[t]+(br-as) (br+as) Sin[t]) . b (2abrsCos[t]+(-ar2+b?s?) Sin[t])

bZ rz+a? s? aZ rz+pZ s? } }

_a((-b2r2+a2s?) Cos[t]-2abrsSin[t]) L a(a r-bs) (ar+bs) Cos[t]+2abrsSin[t])

b2 rZ+aZ s? aZ rz+b? s?

npel= Q = {X, y} /- ratk[[1]] // Simplify

a (a2-b?) Cos[t] b (-a?+b?) Sin[t] }

Out9l= { a2z + b2 ’ az + b2

Sieventdméttdmana tulos monimutkainen, mutta se sievenee yllattden sangen yksinkertaiseen muotoon. Lopputulos
nayttaa liséksi olevan riippumaton suuntavektoreiden komponenteista p, g, r ja S. Mutta tdma merkitsee, etta
Frégier'n lause on tullut todistetuksi: On I6ytynyt kahdella ehdokaspiste, joka ei riipu lahtékohtana olleista
suuntavektoreista; se siis sijaitsee suoralla AB valittiinpa suuntavektorit miten tahansa!

Ratkaisu ei luonnollisestikaan mene edellé esitetylla tavalla, josp = rjaq = s. Téatd ei laskussa ole mitenkaan
suljettu pois. Mathematica kuitenkin kasittelee tallaisessa tilanteessa ns. geneeristé tapausta, ts. tapausta, missa mitaan
rajoittavia erikoisehtoja ei vallitse. Itse asiassa oletetaansiisp # r, q # S.

Lukija miettik6én, mista seuraa, ettd 16ydetty piste on pisteen P kautta kulkevalla ellipsin normaalilla. Aivan lopussa
oleva animaatio antanee ainakin viitteita.

Esimerkkitapauksessa ehdokaspiste on
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o= numQ = Q /. lukuarvot
out2o)= {0.418105, -0.716953}

Tilanteesta saadaan havainnollisempi kuva piirtdméalla kaksi keskendan kohtisuoraa suoraparia, néita vastaavat suorat
AB ja leikkauspiste:

in1= lukuarvot2 = {a->3, b-> 2, t-> 1.2, p->3, g->1}
oup1= {a->3,b-2,t-1.2,p->3,9g->1}
in221= kuva2 = ImplicitPlot[Evaluate[{ellipsi, PAxy, PBxy, AB} /. lukuarvot2],

{x, -5, 5}, {y, -5, 5}, DisplayFunction -» ldentity];
Show[kuval, kuva2, Graphics[{PointSize[0.03], Point[numP], Point[numQ]}]]

ou23)= = Graphics -

Animaatio

Tilannetta voidaan havainnollistaa my®s animaatiolla:
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ina1= Table[
Show[Graphics[{ImplicitPlot[Evaluate[{ellipsi, PAxy, PBxy, AB} /. {a -> 3,
b->2, t-> 1.2, p->Cos[w], q->Sin[w]}],
{x, -5, 5}, {y, -5, 5}, DisplayFunction -> ldentity] [[1]],
{PointSize[0.03], Point[numP], Point[numQ]}},
PlotRange -> {{-5, 5}, {-5, 5}}1,
DisplayFunction -> $DisplayFunction,
AspectRatio -> 1], {w, 0, Pi/2, Pi/48}]

Harjoitustehtavia

1) Osoita, ettd piste Q sijaitsee pisteeseen P asetetulla ellipsin normaalilla.

2) Pisteen Q sijainti riippuu pisteen P sijainnista ellipsill4. Tutki, millaisen kdyrén piste Q piirtdd, kun piste P kiertda
koko ellipsin.

3) Todista Frégier'n lause paraabelitapauksessa.
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