1. Logiikan ja joukko-opin alkeet
1.1. Logiikkaa
1.

Osoita totuusarvotauluja kayttaen, ettd implikaatie= g voidaan kirjoittaa muotoompV g, ts. etté propositio
(p = q) & (—pVQ) on identtisesti tosi.

VASTAUS:

2.

Todista totuusarvotauluja kayttden loogiset de Morganin lait: -@Vqg) < (-pA—qQ), b)-(pAQg) <
(—pV—q).
VASTAUS:

3.

Todista totuusarvotaulua kayttaen konjunktiivinen distributiivisfipg: (qVvr)] < [(pAQ)V (PAT)].

VASTAUS:

4.

Lausu propositiopAgja pV g kayttaen yksinomaan negaatiota ja implikaatiota (mutta ei konjunktiota tai disjunk-
tiota).

VASTAUS: (pAQ) < —(p = —q); (pVQ) < (-p = q).

5.

Looginen NAND-operaatig|g méaaritellaén totuusarvotaululla

plq

Osoita:  a)p|p < —p, b)(p|p)[(ala) & pva, c)(pla)(pla) < pPAC.
VASTAUS:

6.

Mitk&a seuraavista reaalilukuakoskevista vaittamista ovat tosia, mitka eivat?

AX>3=>x>2 b)X<4=x<1lv2x<3, ¢)-(x>1< x>0Ax>1).
VASTAUS: a) Epatosi; b) tosi; ¢) epatosi.

1.

Olkootx jay reaalilukujax > 0,y > 0. Ovatko seuraavat vaittdmat tosia?

a)vx3y(y <x), b)Ixvy(y>Xx).
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VASTAUS: a) Kyll&; b) ei.

8.

Olkootx ja € reaalilukuja. Ovatko seuraavat propositiot tosia:

aV(e>0)3I(x#1) (Ix—1 <eg), b)I(x#1L)V(e>0) (]x—1<¢g)?

VASTAUS: a) Tosi; b) epatosi.

9.

Funktionf : R — R (R = reaaliluvut) jatkuvuus méaaritellaén ehdolla
V(Ee>0)V(xeR)IF(O>0)V(yeR)(y—x < b6 = |f(y)— f(X)| <é€).
Ns. tasainen jatkuvuus taas maaritellaan ehdolla
V(E>0)3(0>0)V(xeR)V(YeR)(y—x <d = |f(y)— f(X)| <¢€).
Selosta, mika ero néilla kasitteilla on.

VASTAUS:

1.2. Matemaattisesta todistamisesta

Osoita totuusarvotauluja kayttaen propositiot
[PA(p= 0] =d ja [pA(~d = -p)] = d
tautologioiksi. Millaisia matemaattisia todistustapoja ndma saannot vastaavat?

VASTAUS:

11.

Olkoonn luonnollinen luku. Todistan on parillinen, jos ja vain jos? on parillinen. Selosta todistuksen looginen
rakenne.

VASTAUS:

12.

Tarkoittakoona jotakuta teekkaria ja olkoop propositio a € @' (0 on tyhja joukko). Olkoory propositio a on
vihreasilméainen leijona’. Onko proposit[p = g tosi vai epatosi? Jos propositio on tosi, niin seuraako tasta, ettéa
kaikki teekkarit ovat leijonia?

VASTAUS:

1.3. Joukko-oppia
13.

Olkoon
A={neN|280/neN}, B={2n+1|neN}, C={xeR|0<x<10}=]0,10.
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Madrita a)AnB, b)ANC, c)BNC, d)AUC, e)(AUB)NC, f) (BUC)NA.

VasTaus: a){5,7,35}; b){1,2,4,5,7,8}; ¢){3,57,9};
d)]0,10]U{14,20,28,35,40,56,70,140,280}; e){1,2,3,4,5,7,8,9}; f){1,2,4,5,7,8,35}.

Todista:
a)ACB < AUB=B < ANB=A
b)ACBAACC < ACBNC,
c)ACCABcCC < AUBCC,
dAcB < ANnCcBNCvC.

VASTAUS:

Todista joukko-opilliset de Morganin lait. Piirra kuviot.

VASTAUS:

Olkoot A ja B joukkoja. Todista:

(AnCB)UB= (AUB)NCB <= B=0.

VASTAUS:

17.

Olkoot A, B jaC saman perusjoukon osajoukkoja. Todista identiteetit

a)(AnCB)NCC =ANC(BUC),

b) An(BNCC) = (AnB)NC(ANC),

c) (AnCB)uU(ANCC) =ANC(BNC),

d) (AnCB)N(ANCC) = AnC(BUC)
1° tutkimalla mielivaltaisen alkiom kuulumista oikean ja vasemman puolen joukkoihins@veltamalla joukkoal-
gebran laskusaantoja. Piirra kuviot joukoista.

VASTAUS:

18.

Olkoon Z kaikkien kokonaislukujen joukko. Todista: &4Bn+2|neZ} ={3n—7|neZ}, b){n+3|ne
Z}y={m-32|neZ}.

VASTAUS:

19.

Sievenna joukko-opilliset lausekkeet

0

a)J-1+£1-3, b N]—-% &L
k=1 k=1
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VASTAUS:

20.

Olkoon
Ao = {(xY) | (x—cosp)®+ (y—sing)? < 4}
xy-tason joukko. Millainen joukko on
N A2

$e[0,2m

VASTAUS: {(x,Y) | > +y? < 1}.

21.
Olkoot A, B jaC saman perusjoukon joukkoja. Todista, é#d/B) xC= (AxC)U(BxC).

VASTAUS:

22.

Olkoot reaalilukux relaatiossd& reaalilukuury, josx < 1/y. Millainen karteesisen tuloR x R osajoukko relaatio
Ron?

VASTAUS:

23.

Olkoot luonnolliset luvun ja m relaatioss# toisiinsa, jos? + n? on luonnollisen luvun nelid. Piirra kuva relaa-
tiostaP karteesisen tulolY x N osajoukkona; tarkastele arvajam < 20.

VASTAUS:

1.4. Kuvaus

24.

Etsi mahdollisimman laaja lahtéjoukko reaalimuuttujenreaaliarvoiselle funktiolle

VASTAUS: {Xx| —2<x< —-1tai0<x<1ltai2<x}.

25.

Méaéritd mahdollisimman laaja l&htdjoukko ja vastaava arvojoukko reaalimuuitugaaliarvoiselle funktiolle

VAsTAuUsS: Léhtdjoukko{x | x < O taix > 1}, arvojoukko{x |0 < x < 1 taix > 1}.

26.

Maaritellaén funktiof : R — R asettamallef (x) = |(x+ 1)(x— 3)|. Laske valin[1,4] kuva ja valin[1, 4] alkukuva.
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VASTAUS: [0,5]; [1-2v2,1-+5U[1-+v3,1+ V3 U[1+51+2V2].

27.

Funktio f : N — N méaaritelladn ehdoilla

f(n)=n-10, kun n> 100,
f(n)=f(f(n+11)), kun 1<n<100

Millainen funktio on kyseessa?

VASTAUS:

28.

Miten reaalimuuttujarnx funktion
F(x) = 3X+5
X—7
(mahdollisimman laajat) laht6- ja maalijoukko on valittava, jotta funktio olisi bijektio? Maaritéa kaanteisfunktion
lauseke. Piirra seka funktion ettd sen kaénteisfunktion kuvaaja samaan koordinaatistoon.

VASTAUS:

29.

Reaalimuuttujan reaaliarvoinen funktiomaaritellaén lausekkeell(x) = (1 —x3)/(x? — 1). M&drita funktiolle
mahdollisimman laaja lahtdjoukko ja taté vastaava arvojoukko. Piirrd funktion kuvaaja. Rajoita lahtdjoukkoa siten,
ettd funktiolle saadaan kaanteisfunktio. Miké on vastaava arvojoukko? Maarita kadanteisfunktion lauseke ja piirra
kuvaaja.

VASTAUS:

30.

Muodosta reaalimuuttujan reaaliarvoisista funktioiéta) = sinx, g(x) = x> + 1 jah(x) = 1 — x? yhdistetyt ku-
vauksethogo f,goho f jahofog.

VASTAUS:

31.

Olkoot f(x) = x— 2, g(x) = 2x+ 3 jah(x) = x? + x. Muodosta yhdistetyt funktiot cgohjahogo f.

VASTAUS:

32.

Olkoot f : R — R jag: R — R reaalimuuttujan reaaliarvoisia funktioit(x) = v/x2 + 1, g(x) = x* + 1. Muodosta
yhdistetyt funktiotf o f, f og, go f, gog.

VASTAUS:

1.5. Luonnolliset luvut

33.

Olkoon A = {1,2,3}. Tutki, mitkd Peanon aksioomaAttoteuttaa, kun seuraajafunkaméaaritelldn seuraavasti:
a)s(l)=2,5(2)=3; b)s(1)=2,52)=3,5(3)=1; c)s(1)=2,52)=3,s(3)=2.
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VASTAUS: a) P1, P3, P4, P5; Db)P1, P2, P4,P5;, c)P1,P2, P3,P5.

34.

Mitké Peanon aksioomat tyhja joukko toteuttaa?
VASTAUS:

35.

Todista induktiolla
n
1
a) ¥ k=-n’(n+1)2 neN,
2
n
b) § k2= (n*~2n+3)2"* -6, neN,
K=1

€)1-3+3-5+---+(2n-1)(2n+1) = g(4n2+6n—1), neN,

1 1 1 n-1
d)ﬁ+73+"'+(n—1)n_T’ n=23..,
11 12 1n_(n4+1)°
e)(1+1) (1+2) ...(1+n)— o neN

VASTAUS:

36.

Luvutxn, n € N, maaritellaén siten, ett = 1 jaxy 1 =X +2,/%+1,n=1,2,3,.... Osoita induktiota kayttaen,
etta kaikki luvutx, ovat kokonaislukuja.

VASTAUS:

37.

Olkoonx # +1. Todista induktiolla

n 2k 1 2n+1
= n=0,12....
k;)1+x2k X—1+1—x2”“’ T
VASTAUS:
Laske seuraavat summat ja tulot:
5 3 4
a) k2%, b) S Z)jk, c) I:l 3¢
k=0 k=1j= 0<k<10
k parillinen

VASTAUS: @) 258; b)60; c) % = 3486784401.

39.

Tutki, montakoa;jk-termié on kolminkertaisessa summassa

4 0 ]
a
i;,;k; :
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ja laske summa, kugjx = ijk.

VASTAUS: 20 termia, summea: 350.

1.6. Lukumaaran laskemisesta

40.

Muodosta joukkojen aja, b}, b) {a,b,c} kaikki osajoukot. Montako néita on?

VASTAUS:

41.

Montako erilaista viiden kortin sarjaa voidaan korttipakasta vetaa, kun a) kiinnitetdén, b) ei kiinnitetd huomiota
korttien jarjestykseen?

VASTAUS:

42.

Nelja punaista, kolme vihreda ja kaksi sinista palloa asetetaan jonoon. Kuinka monta erinakdisté jonoa saadaan,
kun samanvariset pallot ovat kesken&én identtisia?

VASTAUS:

43.

Kuinka monta erilaista henkildtunnusta on (Suomessa) periaatteessa olemassa? Tunnuksen muoto on ppkkvv-nnnr,
missa on aluksi syntymapaiva (ppkkvv), sitten juokseva numero (nnn) ja lopuksi tarkistusmerkki (r). Tarkistus-
merkki maaraytyy jakolaskun ppkkvvnnn/31 jakojaannodksesta. Rajoitutaan tarkastelemaan sadan vuoden jaksoa
ja oletetaan, etta karkausvuosia tdhan jaksoon mahtuu 25.

VASTAUS:

44

Olkoon joukonA alkioiden lukumaéaré &= m < c. Kuinka monta erilaistg (p < m) alkion osgoukkoajoukon
A alkioista voidaan muodostaa? Entéjosaa? (Joukon alkiot ovat aina keskendan eri suuria, ts. jokainen alkio
mainitaan vain kerran; jonossa sama alkio voi esiintya useita kertoja.)

VASTAUS:

45.

Olkoon joukonA alkioiden lukum&ara A= m < o ja joukonB alkioiden lukumaard B = n < «. Osoita, etta
erilaisia funktioitaA — B on n™ kappaletta.

VASTAUS:

46.

Olkoot A ja B aérellisia joukkoja, # = m, #B = n. Olkoon S(m, n) surjektioidenA — B lukum&ara. Osoita, etta
talle patee

S(I’TL].):]_’
n—1 n
n)=n"— k), n=23,....
S(m,n) =n kzl(k>8(m) n
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VASTAUS:

47.

Laske edellisessa tehtavassa esitettyjen kaavojen avulla surjektioiden3t@ams kun 1< m<4,1<n<4.
Mieti, voidaanko tulos saada jollakin muulla tavalla, kun maxrn, b)ym<n.

VASTAUS:

48.

Teekkari saattoi 1970-luvun puolivalissa suorittaa jopa kuusi matematiikan kurssia — kutsuttakoon néaita seuraa-
vassa nimilla A, B, C, D, E, F—joissa oli yhteisia osia. Kullakin kurssilla oli suorituspistearvonsa (vastaa nykyisia
opintoviikkoja) ja kurssien yhteislaajuuden selvittdmiseksi maariteltin myods kurssien kaksittaisille, kolmittaisille
jne. leikkauksille suorituspistearvot. Naméa olivat seuraavat:

A:35, B:2, C:3, D:35, E:7.5, F:55,

ANC: 1.5, AD:1, BnD:0.5, QD:1,

ANCND: 1.
Muiden kombinaatioiden leikkaukset olivat tyhjid. Montako suorituspistetta sai teekkari, joka oli suorittanut kaikki
kuusi kurssia?

VASTAUS:

49.

Laitumella on lauma nautakarjaa. Laumassa on 83 tdysin ruskeata elainté, 77 sarvipaata, 36 sukupuoleltaan son-
nia, 22 ruskeata sarvipaéta, 15 ruskeata sonnia, 25 sarvipaista sonnia ja 7 ruskeata sarvipdista sonnia. Muunlaisia
elaimia ei laumassa ole. Kuinka monta eldinté laumassa on kaikkiaan?

VASTAUS: 141.

50.

Osoita, etta rationaalilukuja on yhta paljon kuin luonnollisia lukuja, ts. etté rationaalilukujen ja luonnollisten luku-
jen joukot ovat yhta mahtavia.

VASTAUS:

51.

Osoita, etté avoimella valillz0, 1] on reaalilukuja yhta paljon kuin koko reaalilukujoukossa, ts. etta]0ali ja
reaalilukujoukkoR ovat yhtd mahtavia.

VASTAUS:
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