5. Geometriset avaruudet

5.1. Pisteavaruus, vektoriavaruus ja koordinaattiavaruus

169.

Olkoon {by,by} tasonE? kanta ja olkooru = 2by + 3by, v = —3b1 + 2by, w = —b; — 2b,. M&drita vektoreiden
2u—v+w jau+v—w koordinaattivektorit. Piirré kuvio vektoreista tapauksessa biay i, b, =j, b)by =i,
b, =i—j.

VAsTAUS: (6 2)T, (0 7)T.

170.

Maaritaa siten, ettd vektora = (a o +10 10)T on vektorinb = (3 1 —2)T suuntainen. Ovatko vektorit
saman- vai vastakkaissuuntaiset?

VASTAUS: o = —15.

171.

Osoita, etta kolmiulotteisen avaruudepvektoritb; = 2i +7j 45k, by = —i —8j + 3k, bg =i+j — 5k muodostavat
kannan ja laske vektorin 6 3j + 37k koordinaatit tdssd kannassa.

Vastaus: (5 4 O)T.

172.

Olkoon{b1,b2,bs} avaruuderE? kanta ja olkoot
u=(0 2 5, v=(3 1 -2)7, w=(-12 2 23"

kolme téssa kannassa esitettya vektoria. Osoitaygetta w ovat saman tason suuntaisia ja laustektoreiderv
jaw lineaariyhdistelyna.

VASTAUS: U= 3v+ iw.

173.

Tutki, milla ehdolla seuraavat tas@®t kannassgby, by} annetut vektoriparit ovat lineaarisesti riippuvia:
a)(@ B, (- )", b)(a B)', (ca+p Tta+op)’.

VAsTAUS: a)a =B =0tait=0; b)|a]=|B|tait=0.

174.

Olkoon annettuna kolme vektoria eraassa avarulifdrannassa:
u=(1 2 9", v=(1 0 2", w=(6 -5 -3).

Maarita vektoreiden u+7v—2w, —u-+5v—w 7u—v+ 10w koordinaattivektorit samassa kannassa. Ovatko
viimeksi mainitut vektorit lineaarisesti riippumattomia?

VASTAUS:
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175.

Tutki seuraavien vektorisysteemien lineaarista riippuvuutta, kun kantaba-em+ 3j + 5k, bo = 7i 4+ 11j + 13K,
b3 =171 +19 + 23k:

-1 3 -1, 42 19",38 5 37,
1 9,212 3", (5 0 -5,
d{r 2 -1, (2 0 97, (-1 3 -, (1 1 DT}

VASTAUS: a) On, b)ei, c)on, d)ei.

176.

Olkoot vektoritOA, OBja OC lineaarisesti riippumattomia. Todista, etta myos vekt@Btja AC ovat (keskenaan)
lineaarisesti rippumattomia.

VASTAUS:

177.

Kolmion ABC keski6 olkoonM. Koordinaatiston origona olkooM ja kantavektoreina/TAja MB. Laske kolmion
karkipisteiden ja sivujen keskipisteiden koordinaatit.

VAsTAUS: Karkipisteet:(1,0), (0,1), (—1,—1);  sivujen keskipisteet—3.0), (0,—3), (3,3).

178.

KolmiossaABC pisteO puolittaa sivumAB, pisteE; jakaa sivurBC suhteessa 1 : 2 ja pisEe sivunCAsuhteessa 1 :
3. Maariga kolmion karkipisteiden koordinaatit siind koordinaatistossa, jonka origona op#&skantavektoreina
OE; jaOE,.

vasTaus: (—-2,4),  (3,-9), (

179.

Annettu tetraedri maaraé avaruuden koordinaatiston siten, ettd yksi karki on origona ja muut maarittavat kantavek-
toreiden loppupisteet. Maarita sarmien keskipisteiden, tahkojen keskididen ja tetraedrin keskion koordinaatit.

VASTAUS: Sarmien keskipisteet3,0,0), (0,1,0), (0,0,3), (0,3,3), (3,0,3), (3, 3,0);

tahkojen keskiot(3,2,2), (0,3,3),(2,0,3), (3,1,0); tetraedrin keskit(3, 2, 3).

180.

Olkoot vektoritaja b erisuuntaisia, ta }f b. M&arité vektorc siten, ettéa+ b, b+ cja c+amuodostavat kolmion.

VASTAUS: c=0 tai c=-a—b.

181.

Olkoon pisteM kolmion ABC keski6 (keskijanojen leikkauspiste). Osoita, &ffA+ MB -+ MC = o.

VASTAUS:

182.

Olkoot pisteeM ja N kolmioidenABC ja DEF keski6t. Osoita, ettAD -+ BE + CF = 3MN.
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VASTAUS:

183.

Kolmion ABC sivut BC, CAja AB jakautuvat pisteiss&’, B’ jaC’' suhteessen: n. Todista, etta kolmioideABCja
A'B'C’ keskitt yhtyvat.

VASTAUS:

184.

KolmiossaABC pisteD jakaa sivurBC suhteess@ : q ja pisteE sivunAB suhteessa: s. Missé suhteessa janojen
AD ja CE leikkauspisteX jakaa janarAD?

VASTAUS: (pr—+qr) : (99).

185.

KoImiog ABC karjestdA sivulle BC piirretty janaiAD puolittaa kulmarBAC. Lausu vektoriAD vektorienu = AB
jav=ACavulla, kun tiedetaén, ettAB| = 3 ja|AC| = 2.

VAsTAUS: 2u+ dv.

186.

Kolmion ABC sivuja merkitaaru = AB, v = AC. KérjestaA piirretyn kulmanpuolittajan ja kérjesta piirretyn
keskijanan leikkauspiste olkodf. Maarita|u|, kun tiedetdan, ettéy| = 1 jaAK = %u + %v.

VASTAUS: |u| = 3.

187.

Suunnikkaass&BCD karki A yhdistetaan sivu@C keskipisteeseeﬁ" ja karkiﬁB sivun AD keskipisteeseeR.
Yhdysjanat leikatkoot pistees¥a Lausu vektoriAX vektoreideru = ABjav = AD avulla.

VASTAUS: 2u+ 2v.

188.

OlkootE, F, G jaH suunnikkaarABCDsivujenAB, BC, CD ja DA keskipisteet. Pist¥ olkoon janojerBGja EF
leikkauspiste. Lausu vektoH X vektorienu = ABjav = AD avulla.

. 5 1
VASTAUS: gu—3Vv.

189.

PuolisuunnikkaassaBCD, miss&AB 17 DC ja |AB| : |DC| = m > 1, merkitaaru = AD ja v = BC. Lausu naiden
avulla vektoritAB ja AM, missdM on puolisuunnikkaan lavistajien leikkauspiste.

VAsTAUS: AB= ™ (u—Vv), AM= " (mu—v).

190.

Osoita vektoreita kayttaen, etté tetraedrin kahden vastakkaisen sarméan keskipisteiden yhdysjanoilla on yksi yhtei-
nen piste.

VASTAUS:
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191.

Tetraedrin keskijana on karjen ja vastakkaisen sivutahkon keskitn yhdysjanaXRétakoon tetraedrin erdan
keskijanan karjesta lahdettdessé suhteessa 3 : 1. Osoitd,\dttdy edellisessé tehtdvassa mainittujen yhdysjano-
jen leikkauspisteeseen. Miten tetraedrin nelja keskijanaa suhtautuvat toisiinsa?

VASTAUS:

5.2. Kayraviivaisia koordinaatistoja

192.

PisteenP suorakulmaiset avaruuskoordinaatit oya2,3, —1). Laske lierio- ja pallokoordinaatit (tarkat arvot ja
likiarvot).

VASTAUS:

193.

Laske kolmiulotteisen avaruuden (kanna§isg k} annettujen) pisteidefl, 1,1) ja (—1,—3, —5) pallokoordinaa-
tit (likiarvot).

VASTAUS: 1 ~ 1.7321,¢ ~ 0.7854,9 ~ 0.9553; r ~5.9161,¢ ~ 4.3906,9 ~ 2.5777.

194.

Origokeskisella pallopinnalla sijaitseva kayra toteuttaa pallokoordinaattiynéléi. Millainen kayrd on kysy-
myksessa?

VASTAUS:

195.

Lierion akselina on z-akseli. Lieridpinnalla sijaitsee kayré, jonka yhtalo lieriokoordinaateissa ¢nMillainen
kayra on kyseessa?

VASTAUS:

5.3. Skalaaritulo

Vektoreillea ja b pateela+ 3b| = 16, |a— 3b| = 21/58. Laske vektoreiden sisatuob.

VASTAUS:

197.

Vektoreidera ja b valinen kulma on 120ja |a| = 3|b|. M&aarita skalaarh siten, ettéa+ b jaa— Ab ovat kohtisuo-
rassa toisiaan vastaan.

VASTAUS: A = —15.

198.

Suorakulmaisessa kolmiosa8C on suoran kulman kérjesta lahteva korkeusjaia SivujenAB ja AC pituudet
ovat 5 ja 12. Laske skalaarituléB- DC, BD-CA, AC-CD.
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- AR.DC — BD.CA_ 3600 A~ D _ 20736
VAsTAUS: AB-DC =BD-CA= — 355, AC-CD= -5

199.

Saanndllisen tetraedrin karjesta lahtevat sarmavektoriteptgh c. Laske vektoreiden+ b+ 2c ja 2a— b valisen
kulman kosini.

._5
VASTAUS: 2V33"

200.

AvaruudenE?® kantavektoreista tiedetddn seuraayha: = |by| = 1, |bs| = 2, by L by, Z(bz,by) = Z(b3,by) =
60°. Maaritaa siten, etté vektoreille = 2b; + abz ja v = by + 3b, on voimassacomp(u, V)| = | comp(v, u)|.

VASTAUS: 0 = 3(—-1£V7), —1.

201.

Koordinaatiston{ O, b1, b2, b3} kantavektorit muodostavat pareittain®@ulman ja niiden pituudet ovab;| = 3,
|bs| = 2, |bs| = 1. Muodosta vektoreiden maardaman tetraedrin pist€eisfitevan mediaanivektorin vektorikom-
ponentti vektorilleb;.

VASTAUS: 3b;.

202.

Osoita skalaarituloa kayttéen, etté kolmion korkeusjanat kulkevat saman pisteen kautta.
VASTAUS:

203.

Olkoona # o vakiovektori ja olkoorr pisteenP paikkavektori. Millaisen joukon muodostavat ne pistegjoille
patee alr —a)-a=0, b)(r —a)-r =0 ? Tarkastele erikseen taso- ja avaruustapausta.

VASTAUS:

204.

Kolmiulotteisessa avaruudessa pistéeja origon yhdysjanan pituus on 5. Se muodostaa positiivisen x-akselin
kanssa kulman = 32° ja positiivisen y-akselin kanssa kulmf@n= 73°. Laske pistee koordinaatit.

VASTAUS:

205.

Olkoona = 3i —4j + 2k ja b =i+ — 3k. Laske kummankin vektorin skalaari- ja vektorikomponentti toisen
vektorin suunnalle.

VASTAUS: comp(a, b) = —\/%l, comga,b)b® = — 5 (i+j—3k), comgb,a)= —\/%3,

comp(b,a)a’ = — 55 (3i — 4j + 2K).

206.

Maarita vektori, joka muodostaa yhta suuret kulmat vektoreldgn-k jai+j + k kanssa.
VASTAUS: a[(v3—V2)i+ (vV2—-1)j +k, acR.
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5.4. Vektoritulo
207.

Maarita yksikkdvektori, joka on kohtisuorassa vektoreita- 3j — k jai —j + 3k vastaan.
VASTAUS: iﬁ(Si —7j —5k).

208.

Muodosta ortonormeerattu oikeakéatinen avaruulﬂérkanta{bl, b,,bs}, jonka vektorib; on vektorini +j +k
suuntainen ja vektoh, on vaakasuora, ts. xy-tason suuntainen. Maaraytyyko kanta yksikasitteisesti naista ehdois-
ta?

VASTAUS:

2009.

Jaa vektoru = 11 — 7j — 11k kolmeen komponenttiin, joista yksi on vektorn= 2i — 3j + k suuntainen, toinen
vektorinb =i — 2] + 4k suuntainen ja kolmas kohtisuorassa vektoraifa b vastaan. Miten pitk& on vektorin
kohtisuora projektio tasolla, joka on vektoreideja b suuntainen?

VASTAUS: 6(2i —3j +K) — 2(i —2j +4k) + 3(10 + 7 +k); V20,

210.

Osoitaia+b+c=0 = axb=bxc=cxa

VASTAUS:

211.

Kheopsin pyramidin alkuperdinen korkeus oli 147 m ja nelionmuotoisen pohjan sivun pituus 230 m. Sijoita py-
ramidi sopivasti koordinaatistoon, laske pyramidin kahden vierekkéisen sivun normaalivektorit ja ndiden avulla
sivujen valinen (diedri)kulma.

VASTAUS:

212.

Sijoita sdannollinen oktaedri sopivaan asentoon koordinaatistoon siten, ettd yksi kérki on origossa. Laske tasta
karjesta alkavien séarmien vektoriesitykset ja ndiden avulla tdssa karjessa kohtaavien sivutahkojen normaalivektorit.
Laske naiden avulla sivutahkojen valinen diedrikulma.

VASTAUS: TT—arccos; ~ 1.9106.

213.

Helsingista lennetaan lyhinta tietd Tokioon. Miten pitk& on matka ja mihin ilmansuuntaan Helsingisté on lahdetta-
va? Maapallon sadde on 6370 km ja kaupunkien maantieteelliset koordinaatit seuraavat:

Helsinki: 60N, 25 E;
Tokio: 36N, 14C E.

(Muodosta aluksi paikkakuntien paikkavektorit maantieteellisten pallokoordinaattien avulla ja kayta sitten skalaari-
ja vektorituloja.)

VASTAUS: Etaisyys n. 7809 km, suunta 3B pohjoisesta itdanpain.
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214.

Laske vektoreidela = 2i 4 3j 4 4k ja b = 2i — 3j + 4k ristitulo. Laske myds vektoria vastaava ristitulomatriisi
A* ja em. ristitulo matriisitulona&* b.

VASTAUS:

5.5. Vektorialgebraa
215.

Olkoot a, b ja x avaruuderE? vektoreita. Johda vektorikolmitulomx (b x x) kehityskaava muodostamalla vek-
toreitaa ja b vastaavat ristitulomatriish*, B* ja laskemallad* B*. Tulkitse A* B* x, missax = x, kehityskaavan
oikeaksi puoleksi.

VASTAUS:

216.

Laskea x (b x c) sek& kahdella ristitulon muodostamisella etté vektorikolmitulon kehityskaavallaa ku@i +
3 —4k, b= —3i+]j+5k, c= -2 -2 + 3k.

VASTAUS: 20i — 68§ — 41Kk.

217.

Laske(ax b) xc, kuna-j=b-j=0,c=2i—j+3kjalab,c = —4.
VASTAUS: 121 — 8K.

218.

Tutki, milla ehdoillaa x (b x c) = (ax b) x c.

VAsTAUS: allc tai (b Lajab_Llc).

219.

Olkoota, b ja c avaruuderE? vektoreita. Todista:

[axb, bxc, cxal=[ab,c?
VASTAUS:

220.

Vektorit a, b, c ovat lineaarisesti riippumattomia. Sievenna lauseke
[(axb)x(bxc)]x(cxa).

Milla ehdolla lauseke og= 0?

VASTAUS: [a,b,c]b x (cx a) =[a,b,c|[(a-b)c—(b-c)a; =o0,josb Lajablc.

221.

Osoita:|a x (ax b)|? = |a]*|b|?> — |a|*(a-b)2.
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VASTAUS:

222.

Maarita vektorin(ax (ax (ax (ax (ax (axb)))))) pituus, kun tiedetéan, etfd| = 3, |b| =1 jaa-b=-2.
VASTAUS: 243//5.

223.

Maarita vektorir, joka toteuttaa yhtaléparin

VASTAUS: I = 4.

224.

Laske sen kolmion ala, jonka kahtena sivuna ovat vekitarhj — 2k ja 3 — 2j — k.

VASTAUS: 3%,

225.

Tetraedrin karjet ovat—1,—-2,4), (5,—1,0), (2,—3,6), (1,—1,1). Laske tetraedrin tilavuus.
VASTAUS: 3.

226.

Tutki, muodostavatko a) tasd? vektorit {2i —j, —i —j}, b) avaruuderE® vektorit {i —j +k, 3i+2j +k, i +j —
5k} kannan. Onko (mydnteisesséa tapauksessa) kanta positiivisesti vai negatiivisesti suunnistettu?

VASTAUS:

227.

TasonE? koordinaatistossgO, b1, b,} on annettuna pistedt= (&; EZ)T, B= (1 r]g)T. Osoita, etté kolmion

OABpinta-ala on
1 - &1 r]1>
—|bs||b /(b1,by)| |det .
31002 sin (b, bz der( £ T

VASTAUS:

228.

AvaruuderE? kolmen pisteen paikkavektorit ovatb ja c. Esita menettely, jolla voidaan maarittaa pisteiden kautta
kulkevan ympyran keskipisteen paikkavektori.

VASTAUS:

229.

Kolmiulotteisen avaruuden ympyré kulkee pisteidén2, 3), (2,—5,3) ja (—1,3,—6) kautta. Maaritd ympyran
keskipiste, sade ja ympyran tason normaalin suunta.

VASTAUS:
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5.6. Koordinaatiston vaihto

230.

TasonE? kahden kannan valilla vallitsee yhteys

b, = by + %,
blz = 6b; + 8by

Muodosta koordinaatistonmuunnoskaavat pilkutettujen koordinaattien suhteen ratkaistuina.
VASTAUS: &) = 25(—4&1 + 382), &) = (%1 —&2).

231.

Tasoss&? siirrytaan vanhasta koordinaatisto$ta, i,j} uuteen koordinaatistoofO’, by, by}, missdQ’ = 2i +j,
b1 =i+], by =]. Esita koordinaatistonmuunnos seka uusien ettd vanhojen koordinaattien suhteen ratkaistuna.

VASTAUS:

232.

AvaruudenE? vanha kanta muodostuu vektoreista
bi=i+j+k, ba=i+2J+3k, bz=i+4+9%K
ja uusi kanta vektoreista
1=i+2j, b)b=3j+4k, bj=6i+5k.

Origojen paikkavektorit ovabg = i +j ja by = 2j + k. Muodosta yhtaléryhmat, joista kannanvaihtomatriisi ja
origonsiirtovektori voidaan ratkaista.

VASTAUS:

233.

Muodosta edellisen tehtdvan kannanvaihtokaavat ja muunna vanhan kannan koon(dinaatit3)T uuteen kan-
taan ja takaisin.

VASTAUS:

234.

AvaruudenE? kahden kannan vlilla vallitsee yhteys

bf = 2b1 + 2b, + 7bs
/2 = b, + 9bs
5 = 6b;y + 8by

Maarité luvuta ja B siten, etta vektorirub’ + b, + b} koordinaatit kannassgbs, by, bz} ovat keskenéén yhté
suuret.

VASTAUS: 0 = &, B=-2.

235.

Avaruuteen sijoitetaan suuntaissarmio, jonka yhtena karkena onRpistéel, 2, 3) ja jonka tasta kéarjesta lahtevat
sarmat ovat
bi=i+j+k, ba=i+2j+3k, bz=i+4+9k.
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Laske sarmion sivutahkojen keskipisteiden koordinaatit sdrmékoordinaati§®bseb,, bs}. Muodosta koordi-
naatistomuunnos, jolla nédma koordinaatit saadaan laskefuksij, k} -koordinaatistossa ja laske koordinaatit.

VASTAUS:

230.

Tason koordinaatistossdD, b1, b} on koordinaatisto{ O', b/, b5} &;-akselin yhtalo 21 + &> = 2 ja &,-akselin
yhtélog; — &2+ 3= 0. Eraélla pisteelld on koordinaadit = 1, &> = 2jag) = —2, &, = 2. Milla pisteelld on samat
koordinaatit §1 = &7, 2 = &5) kummassakin koordinaatistossa?

VasTAus: (1,5).

237.

Tason kahden koordinaatiston valiset muunnoskaavat ovat

& = a8 + 28 - 1
& = —-& + B&L + 2
Yhtélot&, + 38,4+ 1 =0 ja £} — &, + 5= 0 esittdvat samaa suoraa. Maaatga f.

VASTAUS: 00 =0, B=1

238.

KolmiossaABC pisteD puolittaa sivurBC, pisteE sivun AC ja pisteM on kolmion keskio. Tarkastellaan koordi-
naatistojal A,AM, AC} ja {B,BD, BE}. Erdan suoran yhtélo edellisessé koordinaatistoss&;onZ, = 1. Maarita
sen yhtalo jalkimmaisessa koordinaatistossa. Piirrd kuvio.

VASTAUS: 587 + 98, = 7.

2309.

SuunnikasABCD (AB 11 DC), jonka keskipiste orM, maaraa kaksi tason koordinaatistda, AM,AD} ja
{B,BC,BM}. Muodosta koordinaatistonmuunnoskaavat. Mink& pisteen koordinaatit séilyvat muuttumattomina
siirryttédessa koordinaatistosta toiseen? Piirra kuvio.

VASTAUS: &1=—8,+2 & =8, +8& -1, (L1).

240.

Osoita, etta vektorib, =i — 2k, by = 2i —j +3k, b} =i+j — 9k jab}, = 5i — 2j + 4k ovat saman tason suuntaiset.
Osoita, ettd sekfO, by, by, by x by} ettd{O, b, b, b} x b} voidaan valita avaruude®® koordinaatistoiksi; tissa
on O = o on koordinaatistojen yhteinen origo. Maéarita koordinaattimuunnoskaavojen matriisi

2 -1 0
Vastaus: 3| 1 3 0
0 0 1

241.

TasonE? koordinaatisto{O,i,j} on siirretty ja kierretty uuteen asentod@,i’,j’}; x’-akselin yhtalo pilkutto-
missa koordinaateissa ot 3y — 6 = 0, y’-akselin vastaavastix3-y — 4 = 0. Esitd koordinaattimuunnoskaavat
kumpaankin suuntaan, kun lisaksi tiedetaan, iétja j-vektoreiden valinen kulma on terava.

VASTAUS: X = ﬁ(—3x+y+4)7 y = ﬁ(—x—3y+ 6), X= ﬁ(—3x’—)/)+§, y= \/%)(X/—B)/)-i-%.
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242.

Koordinaatistoistd O, i,j,k} ja {O,i’,j’,k’} tiedetdan seuraavaa: 1) Molemmat ovat ortonormeerattuja ja oikeaké-
tisia. 2)i’ ja i+ 2j + 2k ovat samansuuntaiset. B) on xy-tason suuntainen siten, etté kuleiék’;i) on terava.
Lausu koordinaatistonmuunnoskaava pilkuttomien koordinaattien suhteen ratkaistuna.

5 -25 6V5
VASTAUS: S= & [ 10 —4V/5 -3V5|, x=o0.
10 5/5 0
243.
Totea, ettd matriisi
1 10 -5 10
T=—1-11 -2 10
B\ 2 _14 5

on ortogonaalinen. Maéarita pisteet, joiden koordinaatit sailyvat ennallaan koordinaatistomuunngkseEza

VASTAUS: O (4 —2 1)T, acR.

5.7. AvaruudenR" geometriaa

244.

Osoita, etta avaruuddR” vektorit

1 0 0 0

1 1 0 0

1 1 1 0
bi=|[.|, b2=].], bs=|.]|, ..., bn=

1 1 1 0

1 1 1 1

muodostavat avaruuden kannan.

VASTAUS:

245.

Olkoonxy, ..., %n,Y1,---,Yn € R. Osoita:

(E) <(32) (89)

VASTAUS:

246.

Todista:||x+Y]|| = ||x|| + |lyl|, jos ja vain josy = o tai x = ay, miss&a > 0.

VASTAUS:

247 .

Todista Pythagoraan lause avaruudé&&alosx Ly, niin ||x—y||2 = ||x||> + |ly||.
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VASTAUS:

248.

Todista suunnikaslause avaruudeR8a||x — y||2 + ||x+y||> = 2||x||? + 2||y||?. Miksi lausetta sanotaan suunnikas-
lauseeksi?

VASTAUS:

249.

Todista:||x|| = |ly|| <= x+yLx—V.

VASTAUS:

250.

Laske avaruudeR* vektoreiderx= (3 —2 0 —1)T jay=(2 6 9 3)T vélisen kulman kosini. Mik& on
kulman suuruus?

. 9 .
VASTAUS.—Z\/TT, 1.783.

Laske avaruudeR® pisteiderP = (3 -2 4 —6 5)TjaQ£ o0 2 -3 7 —2)Tv'alinen etaisyys.
VASTAUS: 21/73.

252.

Valitse jokin avaruudeiR® yksikkdvektorix ja muodosta tAman avulla matriidi = | — 2xx". Tutki, ovatko mat-
riisin H pystyvektorit ortonormeeratut. Laske vektorifa matriisinH pystyvektoreiden valisten kulmien kosinit
ja itse kulmat.

VASTAUS:

253.

VektoritV by =i+2j +3k, by =i+2j, bs =i muodostavat avaruud&t kannan. Avaruug? varustetaan sisatulolla
siten, ettd tama kanta on ortonormeerattu, ts. sisatulolla on lagsgke) = &1n1 + &2n2 + &3N3, missa luvut
&1,82,&3 jani,n2,n3 ovat vektoreiden ja v koordinaatit em. kannassa. Esité siséatulon lauseke kaktgak}
liittyvien koordinaattien avulla. Totea, etté lauseke voidaan kirjoittaa muotbAhAy, miss&A on sopiva matriisi.
Laske vektoreidepja k taten maaritelty sisatulo.

VASTAUS:

254.

OlkoonF : R" — R" lineaarikuvaus. Osoita:
1
(FX) [F(y) = > (IFx+Y)IF=IFX)IZ= IFW)?) -

Paattele taman avulla, etté jos lineaarikuvaus sailyttéaa vektorien pituuudgt (%3 = ||x|| ¥X), niin se sailyttaa
mya0s vektorien valiset kulmat (tg.(F (x), F(y)) = Z(X,y) ¥X,Y).

VASTAUS:
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