6. Suorien ja tasojen geometriaa

6.1. Suorien ja tasojen yhtalot

255.

Osoita, etta yhtalot
X=34+2t i X=-1-61
y=-1-3t % Yy=s5+0

VAsTAuUS: Yhteinen pistd —1,5) ja suunta 2— 3j.

esittavat samaa tason suoraa.

256.

Maarita suoran

X=3+T1
y=—2
z=4-21

ja koordinaattitasojen leikkauspisteet.

VasTaus: (0,—2,10), zx-tasolla ei ole(5,—2,0).

257.

Maarita suorien
X=3+4+21 i Xx=1-0
y=-1-31 : y=2(1+0)

leikkauspiste.

VasTAUS: (1,2).

258.

Milla luvun a arvoilla suorat

ovat yhdensuuntaiset?

VASTAUS: 0 = —2.

259.

Maarita lukua siten, ettéd suorat

x=17
2(x—1)=1-y=2z—-3 ja y=7+31
z=21

ja vektorii 4+ 2j + ak ovat saman tason suuntaiset.

VAsTAUS: a = 4.
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260.

Olkoons; xy-tason suora, jonka yhtalo ont-y— 1 = 0 ja olkoons, suorax = —y = z= 1. Maarita pisteeP, € 5
ja P € s siten, etta vektor?, P, on yhdensuuntainen vektorin- j +k kanssa.

VASTAUS: Py = (0,1,0), P, = (—3,3,-3).

201.

Kolmion kaksi karke& ovat origo ja pist@,2,—1). Yksi sivu on suoralla = 2y = z. M&arita kolmas karki, kun
kolmannen sivun tiedetdan olevan j + ak, misséa on erés luku. Mika lukw on?

vastaus: (§,2,8),a=21L

262.

Suoraskulkee pisteerf—1,1, 3) ja sen janan keskipisteen kautta, jonka zx- ja xy-tasot leikkaavat suaradta-
2(y+1) = z+ 3. Maarita suoras suuntavektori.

VASTAUS: 18 — 3] — 14k.

263.

Maédritaa siten, etté suorat@— 1) =y+1=20(z—1) jax+1=y— 1= zleikkaavat.
VASTAUS: 0 = .

264.

Tason koordinaatistostfO, by, by} tiedetddn, ettdbs| : |by| = a. Tdmén koordinaatiston piste€t, 1) kautta

kulkeva suora leikkaa koordinaattiakselit (so. origon kautta kulkevat kantavektoreriden suuntaiset suorat) pisteissa
AjaBsiten, ettOA| = |OB|. Missa pisteessa tama suora leikkaa sugram + 3 = 0 (so. suoran, jonka pisteiden
koordinaatit(¢, n) toteuttavat em. yhtélén)? Piirrd kuvio tapauksdsse: i, b, =i+ ].

VasTaus: Pisteen(1,1) kautta kulkevia suoria on (enintédan) kolme, joista ensimmainen leikkaa annetun suoran

: #0+2 40—1 P R —2 4041\ ; i
plsteessam, o1 ), toinen plStEESS@#, 0Tl ) ja kolmas on annetun suoran suuntainen.

265.

Taso kulkee pisteide(D,2,1) ja (—3,4,1) kautta sek& on vektorini 2 k suuntainen. Maarita tason yhtalo para-
metrimuodossa.

VASTAUS: X=—-30+21,y=2+420,z=1-T1.

266.

Tason parametrimuotoinen yhtald on

X=2420+T1
y=-14+30+2t .
z=3—-0+T

Esita yhtald6 muodossax+ by+ cz= d. Mik& on tason normaalivektori?
VASTAUS: 5x — 3y + z = 16; normaalivektori b— 3j + k.

267.

Osoita, ettd pist® = 3i —j + 2k sijaitsee tasossa, joka kulkee pisté&®r= i — 13 — 5k kautta ja on vektoreiden
s=i—jjat=i+4]+k suuntainen.

m-Treeni versio 2.0, 4.9.2000; TKK, matematiikan laitos



VASTAUS:

268.

Taso kulkee pisteidefil, —1,2) ja (3,1,2) kautta sekad on vektorini 2 3] — k suuntainen. M&arita tason yhtald
muodossax+ by+cz=d.

VASTAUS: Xx—y—2z=0.

269.

Mé&éritd muodossax+ by+ cz= d sen tason yht&lo, joka kulkee suoran

X=3+T1
y=1-2t
Z=—-2+T1

kautta seka a) pisted, 2,1) kautta, b) on vektorini3+j — 2k suuntainen.

VASTAUS: a) X+ 6y+52=17, b)X+5y+7z=0.

270.

Maarité tasojen2—y+2z="5 ja 2+ 3y — 52+ 7 = 0 yhteiset pisteet.
VASTAUS: Xx=1,y=11-141,z=8-81, T€R.

271.

Milla arvoilla a, B, ytasotx+ ay+pBz= 2a —y+ 1 jaox+ (a + 2)y+yz= 2y+ p ovat yhdensuuntaiset? Voidaanko
luvut valita siten, etta tasot yhtyvat?

VASTAUS: @ =2,y=2B tai a=-1 y=—P;tasotyhtyvat, jost=2 B="2 y=20

272.

Mé&aritd seuraavien tasojen yhteiset pisteet:
a)x+y—z+2=0, 2x+y+2z2-4=0, x+3z—-2=0,
b)x+y+z—-6=0, X+2y—z—2=0, 2x—-y+z—3=0.

VASTAUS: a) Eiole, b)(1,2,3).

273.

Olkoon annettuna kaksi suoraa parametriesityksen avulla:
r=1+1)i+(1+20)j+(1431)k ja r=>01+1i+(-1+1)j+k.

Esitd muodossax+ by+ cz= d sen tason yhtélo, joka kulkee edellisen suoran kautta ja on jalkimmaisen suuntai-
nen; esité vastaavasti jalkimmaisen suoran kautta kulkeva edellisen suoran suuntainen taso.

VASTAUS:

274.

Suoranx = 3421, y= —2+ 1, z= 1—1 kautta asetetaan taso, joka on vektorinj — k suuntainen. Esita taso
seka parametrimuodossa ettd yhden yhtéalon avulla. Mika on tason normaalivektori?
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VASTAUS:

275.

Johda sen tason yhtéld, joka puolittaa pistBef (Xo, Yo, 20) ja tasonT (x,y,z) = 0 véliset janat.

VASTAUS: T(X,Y,2) — 3T (Xo,Yo,20) = O.

276.

Olkoon {0, by,b,, bs} avaruuderE® koordinaatisto. Olkoon annettuna taEga suoras parametrimuotoisten yh-
taldiden avulla:

r=2ubg+vby+ubs, r= (1+é)b1+(t72)b2+(2(1 —1)bg,

missau, v, t ovat parametrit jax on vakio. Maaritéx siten, etté tasoi ja suorars leikkauspiste puolittaa vekto-
reidenby, by jab,, bs mdaraamien koordinaattitasojen suoradtakkaaman janan.

VASTAUS: 0 = 1.

277.

Koordinaatiston{O, by, b2, b3} kantavektoreista tiedetéan, eftd| : |bo| : |bs] =2 :3: 5. Tasol kulkee pisteen
(1,1,1) kautta ja leikkaa positiiviset koordinaattiakselit pisteissd, joiden etdisyydet origosta ovat yhté suuret. Joh-
da em. koordinaatistossa tasdryhtalt ja maarita piste, jossa origon kautta kulkeva vektohn-23b, + 5bs
suuntainen suora leikkaa sen.

. . (10 15 25
VASTAUS: 28 +3n+5( = 10; (ig,13: 13)-

278.

Osoita, etta pisteidefxq, Yk, %), k=1, 2,3, (jotka eivét ole samalla suoralla) kautta kulkevan tason yhtalo voidaan
kirjoittaa muotoon

X X3 X2 X3
Yy Y1 Y2 VY3|_ 0.
Z 4 I Z3
1 1 1 1
VASTAUS:
Maarita suorilta
X=7+3t X=T1
y=6+2t ja y=10-3t
z=T7+4t z=-17+51

sellaiset pisteet, etta niiden yhdysjana on kohtisuorassa molempia suoria vastaan. Esita yhteisen normaalin para-
metrimuotoinen yhtalo.

Vastaus: (1,2,-1), (3,1,—-2), x=142t1,y=2-1,z=-1-T1.

280.

Maérita pisteeti3, 4, —2) kohtisuora projektio silla tasolla, joka kulkee pistéér, —1) kautta ja on kohtisuorassa
vektoriai — 2j + k vastaan.

VASTAUS: (2,3, -3).
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281.

Maédrita pisteer3, 4, —2) kohtisuora projektio tasolla

X=-14+0-1
y=1+1
z=0

VasTaus: (0,1,1).

282.

Ma&arita ne suorat, jotka leikkaavat suorat

y=0 x=0
z=0’ y=1

seka muodostavat kummankin kanssa k@man.

1

VASTAUS: Nelja ratkaisuax = iﬁ

T |
(1-1),y=T1, Z=+5T.

283.

Maarita sen tason yhtalo, joka on suorien

X+y=3 o X—7y—3z+6=0
X+y—z=0 6x+y+3z+3=0
suuntainen ja yhta etaalla naista.

VASTAUS:

284.

Laske tasojen®+y—2z—4 =0 ja X+ 6y — 2z— 12 = 0 vélisen teravéan diedrikulman kosini.

. 16
VASTAUS: 51

285.

Maarita tasojerx+2y+3z=1 jar =i —a(i — 3k) — t(j — 2k) valinen (pienempi) kulma asteen tarkkuudella.
Mé&arita jokin piste tasojen leikkaussuoralta ja suoran suuntavektori.

VASTAUS:

286.

Maédrita pisteer{3, 2, —4) symmetrinen piste tasoo+ y — 2z+ 5 = 0 suhteen.
VAsTAUS: (—3,—4,8).

287.

Maédrita pisteer{3,2,1) symmetrinen piste suoran-1=2(1—y) = z+ 3 suhteen.

VasTAus: (3, -2 —31)
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288.

Maérit& origon suurin mahdollinen etaisyys pisteideri, 0) ja (1,0, 2) kautta kulkevasta tasosta. Mika taso antaa
maksimietaisyyden?

VASTAUS: \/g; X+5y+2z=5.

289.

Tarkastellaan niitd tasox+ 2y +z— 3 = 0 pisteita, joiden kohtisuora projektio suoraka- 1 =y—1 =2z on
(2,4,3). Maarita naista se, joka on 1&hinna origoa.

VAsTAUS: (£2,-6,2).

290.

Maédrita se suoran=i+2j +1(—i+k) tasollax+ 2y+2z= 0 olevan kohtisuoran projektion piste, jonka kohtisuora
projektio suorallac=y = zon origo.

VASTAUS: (0,2, —4).

291.

Maarita suoran
X—y+224+3=0
2X—y—z+1=0
xy-tasolla olevan kohtisuoran projektion ja tasony — z+ 1 = 0 valisen kaltevuuskulman sini.

VASTAUS: —2—

V102"

292.

Vektorin 2 — j + 3k kanssa samansuuntainen valonsade kohtaa heijastavan tason pigtessH. Heijastunut
sade kulkee pistegf2, 5, —3) kautta. Johda tason yhtalo.

VASTAUS: X—4y+5z+12= 0.

293.

Positiivisen z-akselin suunnasta tuleva valonséde osuu pistde8s3) tasolla X+ 2y+z= 10 olevaan peiliin ja
heijastuu tasta. Maarita heijastuneen sateen suunta. Kohtaako heijastunut sade xy-tasoa? Jos, niin missa pisteessa?

VASTAUS:

294.

Painovoima vaikuttakoon negatiivisen z-akselin suuntaan. Pisara putoaa pisteeSgtasolle X—4y+12z=12
ja alkaa valua tasoa pitkin alaspain. Missa pisteessa se kohtaa xy-tason?

VAsTAUS: (82, —3L,0).

295.

Maarita pisteerj2, —3, 1) kohtisuora projektio suoralla

3X+y—22—-5=0

a)r =2i+3 —k+1(2i+2+k b
) i+3| —k+T1(2i +2) +k), ){Zx—y—z+5=0
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VASTAUS: @) (-3, 4, —%);  b) (55, 52, 3).

296.

Laske pisteerf2,3, —1) etéisyys suorasta

3X—-y+z—-6=0
X—2y+8=0

a)r=i+2j+3k+1(i—2 +2k), b){
VASTAUS: a) 3; b) 4\/%

297.

Maarita suorien

(243 T2k ja 4o YT
= ] | J X—y—z=3
lyhin etéisyys.
.12
VASTAUS: 1o
Mé&érita suorien
(25K 4T(i—2 k) ja 4 Y=L
N ) ] X+2z=6

lyhin etéisyys ja lahinna toisiaan olevat pisteet.

VASTAUS:

299.

Massapisteiston hitausmomentti dr= $7_; mcd2, missa indeksk numeroi pisteetmy on pisteen massa
sen kohtisuora etéisyys pyorahdysakselista. Pistg@s8&l) on massa 5 ja pistees$d, 1,4) massa 17. Laske
hitausmomentti, kun akselina on suosa=53y = 2z Tarkka arvo ja likiarvo.

VASTAUS:

300.

Olkoota, b ja ¢ kolme nollasta eroavaa avaruudehvektoria. Tutki, milla ehdolla pistejoukkpP =1 | (axr) x
b =c} on a) tyhja, b) suora, c) taso.

VASTAUS: a) @-b#0jab-c#£0)tai@-b=0jaaxc#0);b)a-b#A0jab-c=0;c)a-b=0jaaxc=o.

301.

Osoita, etté tasotx2+y+z—1=0,x—2y =0 ja X+Yy—5z+5 = 0 voidaan valita uuden ortonormeeratun
oikeakatisen koordinaatiston y'z’-, z'x’- ja X'y’-tasoiksi. Johda koordinaattien muunnoskaavat, kun tiedetaan, etta
pisteen(x,y,z) = (1,—1,1) uudet koordinaatifx',y’,Z) ovat positiiviset.

25 V5 5 -5
. _ 1 _ 1
VASTAUS: T = 7% \f _21\£ 05 R g .
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302.

Pistejoukko
s={x|x=(1 4 -2 3" +0(1 -4 3 -3)}

on avaruudei®R* hypersuorga pistejoukko

T={x|x=(2 3 -2 3
+1(l -1 3 -3 +1(0 -2 2 -3) +13(0 -3 4 -3)"} (1)

sen kolmiulotteiernypertasoLaske suoras ja tasonT leikkauspiste.

VasTaus: (¥ 3 1 %)T

303.

Todista, etta hypertasot

x=(1 4 -2 3 +01(1 0 3 —12)"'4+02(2 5 —4 6 ja
x=(2 3 -2 3 411 -1 3 -3) 41,0 -2 2 3 +13(0 -3 4 -3

ovat yhdensuuntaiset. (Vertaa: Milloin avaruudeS3auora on tason suuntainen?)

VASTAUS:

304.

Todista, etta hypersuora
x=(1 1 1 ' 40(0 1 2 3"

ei ole hypertason
x=(1 0 2 0 +11(1 -2 -1 -1 41,(1 0 1 9T

suuntainen. Onko nailla leikkauspisteita?

VASTAUS: Ei ole leikkauspisteitéa.

305.

Méaarita dimensioltaan pienin hypertaso, joka sisaltaa pisteet

P=(1 1113, R=(0 -2 2 -3)7,

BR=(0 32 1, R=(1 2 3 4.

VASTAUS:
x=(1 1 1 )7 41(-1 -3 1 -4 4+1(-1 2 1 0'+13(0 1 2 3.

6.2. Painopistekoordinaatit

306.

Suora kulkee pisteideR; = (2,1,3) ja P, = (—1,2,1) kautta. Tutki, ovatko pistegi8,—1,5) ja (—7,4,—3)
suoralla. Maaritd myonteisessa tapauksessa painopistekoordinaatit ja paattele naista pisteen sijaintPpigteisiin
P, nahden.
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VASTAUS: Edellinen piste ei ole suoralla. Jalkimmainen on; se sijaitsee j@irulkopuolella, lahempana pistetta
P> kuin pistettaP;.

307.

Kolmion kérjet ovatA = (a,0), B = (3,0) jaC = (0,y). Johda keskijanojen parametrimuotoiset yhtalot.

VASTAUS:

308.

Tutki, ovatko pisteeta, —f), (a+B,a —B) ja (o + 2B,2a — B) samalla suoralla.

VASTAUS: Ovat.

6.3. Suora- ja tasoparvista

Maarité tason suorien
(1+VB)x— (7T-V13)y=1 ja (2—V3)x+(4—V7)y=2
leikkauspisteen ja origon kautta kulkevan suoran yhtalo.

VASTAUS:

310.

Maarita suorien
3X—y+1=0 ja x+2y—2=0

leikkauspisteen kautta kulkeva suora, joka a) kulkee pisteenl) kautta, b) on vektorim— 2j suuntainen.

VASTAUS: a)x+y=1; b)X+y=1.

311.

Mé&arita tason suoriem= 7x jax+ Yy = 8 leikkauspisteen kautta kulkevat suorat, joiden etéisyys origosta on 5.
VASTAUS: 3x—4y+25=0, 4x+3y—25=0.

312.

Kolmion sivut ovat tason suorillp= 0, 3x+ 4y = 12 ja 5% = 12y. Maarita kulmanpuolittajat, niiden leikkauspiste
ja sisédanpiirretyn ympyran séade.

VASTAUS: X+3y=4, 1&k—2y=39, x=05y; leikkauspiste3,3); sade= 3.

313.

Maarité tasojex+y+z= 3 ja X — 2y +z= 7 leikkaussuoran seké origon kautta kulkevan tason yhtalo.

VASTAUS:

314.

Madrita se tasojer+y+z= 2 jax+ 2y — z= 1 leikkaussuoran kautta kulkeva taso, joka sisaltaa pigtednl).
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VASTAUS. y—2z+1=0.

315.

Maarité tasojen8— 5y +z+9 =0 jax— 3y — 5z— 1 = 0 valisten diedrikulmien puolittajatasot.

VASTAUS: X—y+3z+5=0, x—-2y—z4+2=0.

316.

Maarita se tasojer+y+z= 2 jax+ 2y —z= 1 leikkaussuoran kautta kulkeva taso, joka on suoran

X—2y+z—1=0
X+y—3z2+3=0
suuntainen.

VASTAUS: X+ 7y—11z+4 = 0.

317.

Maarita luvuta ja B siten, ettd tasot X3+3y—4z+7=0, Xx+6y+2z—6=0ja x+ay+ Bz= 0 kulkevat
saman suoran kautta. Esité suoran yhtald parametrimuodossa.

VAsTAUS: a0 =% B=-Z; x=1-31,y=T1, z=3(5-31).

318.

Johda sen tason yhtélo, joka jakaa tasejerRy +z= 2 ja X — 6y + 3z= 17 valiset janat suhteessa 2 : 3.
VASTAUS: 15x— 30y + 152 = 52.

3109.

Maarité tasojex = 2y+ 3 jay+z+ 3 = 0 leikkaussuoran kautta kulkeva taso, joka puolittaa ne tasojen yhdysjanat,
jotka ovat suoran@= 2y = —z suuntaiset.

VASTAUS: Xx—y+2z=0.

320.

Suoran
X=3+21
y=-2+T1
z=1-1

kautta asetetaan taso, joka on vekterint-j + k suuntainen. Maarité timan tason ja z-akselin leikkauspiste.

VasTAUS: (0,0,34).

321.

Koordinaatistor{ O, b, by, b3} kantavektoreista tiedetdan, effté| = |by|. M&aritd ne suoran= (14 1)b1+ (3—
T)b2 + (2+1)b3 kautta kulkevat tasot, jotka leikkaavad- ja bo-koordinaattiakselit yhté etaalla origosta.

VASTAUS: Kolme ratkaisua: §+n—-4(=0, &+n-4=0, &-n-—-2(+6=0.
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322.

Maarita suoran
{3x—4y+z— 12=0

4x—7y+3z+4=0

kautta kulkevat tasot, joiden etaisyys origosta @24
VASTAUS: Xx—y—8=0, 5—21y+16z+4152=0.
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