9. Toisen asteen kayrat ja pinnat

9.1. Kayran ja pinnan kasitteet

371.

Piirra seuraavat kayrat:

. cost
Xx=cos3 X= t
. , telo,2m, b) . , t>0.
y=sing y:SInt

VASTAUS:

372.
Lausu napakoordinaattikéyrat regog$ —3) =2, b)r=2acosp, c)r = 2asind xy-koordinaatistossa.

VASTAUS: @) Suora+yv3=4; b)ympyra(x—a)?+y>=a% c)ympyrax?+ (y—a)? = a2

373.

Piirrd seuraavat pinnat;

X = ucosv X =sinu
a) y=usinv , ue]|0,2], ve 0,8, b) { y=sin2ucosv , ue[fg,g},ve[o,m].
z=v/4 z=sin2usinv

VASTAUS:

9.2. Kartioleikkaukset

374.

Suoran ympyrakartion muodostajasuoran ja kartion pohjaympyran valinen kulma.dfedtota leikataan tasolla,
jonka kaltevuuskulma oa, 0 < a < 45°. Laske leikkauskuviona syntyvén ellipsin eksentrisyys (so. polttopisteiden
etaisyys jaettuna ison akselin pituudella) kaltevuuskulmdmktiona.

VASTAUS: v2sina.

375.

Onko edellisen tehtavan lasku péteva, jos 45 < 90, ts. jos kyseessa on hyperbelitapaus? Miké on lausekkeen
raja-arvo, kuro — 45°?

VASTAUS:

376.

Suoran ympyrakartion muodostajasuoran ja kartion pohjaympyran valinen kulfiaMikéd on suurin eksentri-
syyden arvo, mika tason ja kartion leikkauskayralla voi olla?

VASTAUS:
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377.

Suoran ympyrakartion muodostajasuoran ja kartion pohjaympyran valinen kulmé.dtestiota leikataan tasolla,
jonka kaltevuuskulma pohjaympyréaéan ndhden on gflloin leikkauskayré on ellipsi. Laske Dandelinin pallojen
sateet.

VASTAUS:

9.3. Yht&lot padakselikoordinaatistossa

378.

Piirra ellipsin 42 + 9y = 36 kuva kayttamalla parametriesitysté, jossa parametrina on eksentrinen anomalia.

VASTAUS:

379.

Avaruudessa sijaitsevan ellipsin keskipisterge= (1,2,3) ja sen puoliakselit maaraytyvat vektoreiata i + 2j —
3k, b =i+]j +k. Mieti, miksi ellipsille voidaan kayttaé parametriesitystf) = ro + acos + bsint. Laske tAméan
perusteella ellipsin kehaltd 100 pistetta. Piirra ellipsin ortogonaaliprojektiot koordinaattitasoille.

VASTAUS:

380.

Johda sen ellipsin yhtéld, jonka polttoisteet oi@tl) ja (0, —4) sek& eksentrisyys %
VASTAUS: 16x% + 12y° + 36y = 273.

381.

Johda sen ellipsin yhtald, jonka polttopisteet dvat, 1) ja (3, 3) ja joka sivuaa x-akselia. Maéarité ellipsin eksent-
risyys.

VASTAUS: 4x% 4+ 7y? —4xy— 24y =0; e

5
2V2°

382.

Jana liikkuu siten, ettéd sen toinen paatepiste liukuu x-akselia, toinen y-akselia pitkin. Johda sen kayran yhtalo,
jonka janalla oleva kiinteé piste piirtda. Mika kayra on kyseessa?

VASTAUS:

383.

PisteenO kautta kulkevien suorieg, ja s, valinen kulma olkooru. PisteenP etdisyys suorasts; olkoond; ja
etéisyys suorasts olkoond,. Osoita, etté ne piste®} joille pateed? + d3 = 1, muodostavat ellipsin.

VASTAUS:

384.

Olkootd; jad; ellipsin polttopisteiden etaisyydet ellipsin tangentista. Osoita, ettdlfdioon vakio, so. tangentista
riippumaton.

VASTAUS: Vakioarvo= b2.
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385.

Olkoon tarkasteltavana kakSkeskista ellipsiéc, ja co:

2 2
4l -1 k=12
& by

Olkoon pisteP; ellipsillé c; ja olkoons; tdhén pisteeseen asetettu ellipsin normaali; vastad¥sisti, ellipsinc;
suhteen. Mik& ehto taytyy lukujem, by, ay ja by taytta, jotteOPR; || s, = OB || 51?

VASTAUS: ayap = bibo.

386.

Johda sen hyperbelin yhtald, jonka asymptootteina ovat suardy = 0 ja eraéané tangenttina suocray+1=0.
VASTAUS: 3% — 1242 = 4.

387.

Olkoona > 0. PisteetA = (—a,0) ja B = (2a,0) karkina on piirretty kolmioABP siten, etta/PAB= 1/PBA
Minké& kayréan pistee® muodostavat?

VASTAUS: 3% —y? = 3a2, x> a.

388.

Johda hyperbelille® /a® — y?/b? = 1 parametriesitys

1 b 1
O y=o-3)

leikkaamalla kayraa laskevan asymptootin suuntaisilla suorilla.

x—é(t—k
-2

VASTAUS: Ota laskevaksi suorak§i+% =t.

389.

Osoita, ettd seuraava ellipsi ja hyperbeli dwahfokaalisetts. niilla on yhteiset polttopisteet:

2 2 2

X y? 1 S
a’+s bP+s 7 a2—-t t—b2

Nayta, etta kayrat leikkaavat kohtisuorasti. Piirré kdyraparvien kuvaajia, kun parvien parametresja tvat

1, b’<t<a? s>-b.

+

VASTAUS:

390.

Todista, etté hyperbelin asymptoottien ja tangentin rajoittaman kolmion ala on vakio.
VASTAUS: Vakioarvo onab.

391.

Maarita ympyra, joka kulkee paraabelifi= 2ax polttopisteen kautta ja sivuaa kayraa kahdessa pisteessa.

VASTAUS: (x— 3a)2+y? = 422,

392.

Johda sen paraabelin yhtéld, jonka polttopisté-efh, 0) ja joka sivuaa y-akselia pisteesgh2).
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VASTAUS: 4X2 + Y2 + 4xy+ 12x— 4y + 4 = 0.

393.

Johda sen paraabelin yhtalo, joka kulkee pisteidef) ja (2,0) kautta ja jolla on akselina suoya= x.

VASTAUS: X2+ Y2 — 2xy—3x—3y+2=0.

394.

Johda niiden paraabelien yhtalét, joiden akselina on sxer&y ja huippuna origo. M&arita naista se, joka sivuaa
suoragy = 1.

VASTAUS: X2 + 4y? — 4xy — 40tx — 20ty = 0; X% 4 4y? — 4xy+ 10x+ 5y = 0.

9.4. Yhtal6t napakoordinaateissa

395.

Millaista kéyraa esittdé napakoordinaattiyhtéld @— 3cosp) = 10, b)r(3—4cosp) = 10? Maaritd eksentrisyys
ja puoliakselit. Piirra kuvio.

VASTAUS: a) Ellipsi;e= 2, a= %2, b= %; b) hyperbelie= 3, a= %, b=

10
Nk

396.

Piirra kuvat napakoordinaattikayrista
1

r=—
1—ecosp’
kune=0, 0.25, 0.5, 0.75, 1,1.25,1.5. Mieti sopiva vali muuttujalleh. Mita kayria nd&ma ovat?

VASTAUS:

397.

Maédrita ellipsinr (1— ecosd) = p keskipiste, polttopisteet ja puoliakselit. Esité kdyrén yhtéld xy-koordinaatistossa.

VASTAUS:

398.

Maérita hyperbelim(+1—ecosp) = p keskipiste, polttopisteet ja puoliakselit. Esité kayran yhtald xy-koordinaatistossa.

VASTAUS:

399.

Ellipsin polttopisteet ovat0,0) ja (2,2); sen ison akselin puolikas an= 2. M&é&rita pikku akselin puolikas ja
eksentrisyy® seka ellipsin yhtalé napakoordinaateissa. Piirra kuvio.

V2

VASTAUS: b=+2,e=L r=—"= |
VB e

400.

Maarita kayrara?(x+ 1)% 4+ a?(y — 1)? = (3x—y)? laatu kaikilla parametrim arvoilla.
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VASTAUS: a= 0, suora; 0< |a] < v/10, hyperbeli; a= ++/10, paraabeli; |a| > /10, ellipsi.

401.

Hyperbelin polttopisteeseen asetetun akselia vastaan kohtisuoran janteen pituus on 4 ja hyperbelin eksentrisyys on
5. Maéarita puoliakselien pituudet.

a1 _ 1
VASTAUS: a= 75, b= N

402.

Kartioleikkaukseen piirretddn samasta polttopisteesta kaksi vastakkaissuuntaista polttosadetta. Osoita, etta niiden
pituuksien kaanteisarvojen summa on vakio.

VASTAUS:

403.

Osaoita, etta jos paraabelille piirretéd&n polttopisteesta nelja polttosadetta, joiden valiset kulmat aviat 0ltto-
séateiden pituuksien tulo saa pienimman arvorga Kun paraabelin akseli puolittaa toisen polttoséteiden vélisista
ristikulmapareista.

VASTAUS:

404.

Ellipsin polttopisteet ovat2,2) ja (—2,1) seka johtosuoraxty = 14. M&arita ellipsin eksentrisyys ja johda
yhtélo xy-koordinaatistossa.

VasTAUS: e= Y&T; 924 24y2 —8xy+ 12x— T2y +4=0.

405.

Johda sen hyperbelin yhtald, jonka toinen polttopist¢loft) ja johtosuorat (kummallekin haaralle}y = +1.
VASTAUS: 2xy = 1.

9.5. Toisen asteen pintojen paatyypit

406.

Tutki, miten yksivaippaisen hyperboloidif + y? — 72 = 25 tangenttitaso)d+ 4y = 25 leikkaa pintaa.
VAsTAUS: Pitkin kahta suoraa.

407.

Osoita, etta yksivaippainen hyperboloifi+y? — 22 = 1 ja tasox+y— z = 1 leikkaavat toisensa pitkin kahta
suoraa. Missa pisteessa ndma suorat leikkaavat toisensa? Mitka ovat niiden suuntavektorit? Laske suorien valinen
kulma.

VASTAUS:

408.

Osoita laskemalla, etta kartio
Xy 7

2 e 2 "
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on hyperboloidien
Xy 7

2Tp et
asymptoottikartio.
VASTAUS:
Tutki, millainen on xy-tason ja hyperbolisen paraboloidin
2 \2
P q

leikkauskayra.

VASTAUS: Kaksi suoraay = i%x.

410.

Koordinaatistoa kierretaén a%-akselin ympéri. Millaisen muodon hyperbolisen paraboloidia y? = 2z yhtalo
talldin saa?

VASTAUS:

9.6. Yleinen toisen asteen kayra

411.

Yhtalo xTAx+ 2b"x+ w = 0, missa

o 5 2 o 16 o Rt
A_<2 8)’ b_—(28>, w= 80, X_<x2)’

esittdd erastdixp-tason kdyradd. Saata kdyran yhtéldé muotddry,xp) = O ja piirrd kayrd. Miten matriisinA
ominaisvektorit suhtautuvat kayraan?

VASTAUS:

412.

Olkoon

3 4 -1
A=(24) b-(2). were

Tutki toisen asteen kayra@ Ax+ 2b"x+ w = 0 ja osoita, etté se on ellipsi. Maarita eksentrisyys.

VASTAUS:. e = \/%.
413.

Tutki ja piirrd seuraavat toisen asteen kayrat:
a) 5 + 5y? + 6xy— 16x— 16y — 16 =0,
b) 8y% + 6xy — 12x— 26y + 11 =0,
) X% — 2% +Xy+X+2y =0,
d) 4 +y? — 4xy+4x—2y+2=0.
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VASTAUS: a) Ellipsi; b) hyperbeli; c) kaksi leikkaavaa suoraa; d) ei mitaan.

414.

Osoita, ettd seuraavat kayrat ovat paraabeleja:
a)x2+y> +2xy—6x—2y+9=0,
b) X2 +y? — 2xy— 12x— 20y +36 =0,
C) 164 + 9y? + 24xy — 170k + 310y — 465= 0.
Mé&aérita niiden akseli, huippu, huipputangentti, polttopiste ja johtosuora. Piirré k&yrat.

VASTAUS: @)X+y—2=0, (3,-1), x-y-3=0, (3,-3), x-y—2=0; Db)x—y+2=0, (0,2), x+y—2=
0, (2,4), x+y+2=0; ¢)&+3y+5=0, (2,33, 3x—4y+7=0, (8,1}, 3x—4y+ L =0.

415.

Maaritaa ja b siten, etta yhtaldo & + 2y 4+ axy— 7x+ by+ 3 = 0 esittaa kahta yhdensuuntaista suoraa.

VASTAUS: a=4,b=-7 tai a=-4b=7.

416.

M&&rita kayran? + y? + 2axy-+ 2x+ 2ay+ b = 0 laatu kaikilla parametriea ja b arvoilla.

VasTAaus: |aj <1, b< 1, ellipsi; |a <1, b>1, eimitdén; |a] <1, b=1, piste; |a| > 1, b# 1, hyperbeli;
la| > 1, b=1, kaksi leikkaavaa suoraa;|a| = 1, b < 1, kaksi yhdensuuntaista suoraaja| = 1, b > 1, ei mitéan;
|a] =1, b=1, yksi suora.

417.

Osoita, etta kolmiparametrisen (parametreina, k) kayraparverk?x? 4+ y? — 2kxy— 2(a2 + 1)(x+ky) +d = 0
kaikki kayrat ovat paraabeleja ja ettéa niiden akselit kulkevat saman pisteen kautta.

VASTAUS:

418.

Kolmiota rajoittavat suorax = 0, y = mx y = k(x — a). Laske kolmion korkeusjanojen leikkauspiste ja osoita,
etta se sijaitsee eraalla hyperbelilla, kkimuuttuu (jam ja a ovat vakioita). Maarita hyperbelin keskipiste ja
asymptootit. Piirra kuvio.

VASTAUS: Hyperbelimy? + xy = max keskipiste( —2nmPa, ma), asymptootity = ma, X+ my+ma = 0.

419.

Osoita, ettd jos kayrar' Ax+ 2b"x+ w = 0 pisteess®y = X toteutuu yhtaléAxy + b = o, niin kayran yhtald
voidaan kirjoittaa muotoofx — Xp) TA(X — Xo) = 0. Millainen kayra ja millainen piste voi tulla kysymykseen?

VASTAUS: Kayra on kaksi leikkavaa suoraa ja piste on leikkauspiste; kayra on suora ja piste on mika tahansa sen
piste; kayra on yksi ainoa piste.

420.

Esittakoon yhtaldJ (x) = x" Ax+ 2b"x+ w = 0 hyperbelid, jonka keskipiste d® = Xo. Osoita, ettd a) (x) —
U (%) = 0 on asymptoottien yhteinen yhtéld, B)x) — 2U (xo) = 0 on liittohyperbelin yhtals, cx" Ax= 0 antaa
origon kautta kulkevat asymptoottien suuntaiset suorat.
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VASTAUS:

421.

Esittakoon yhtald (x) = xT Ax+ 2bTx+ w = 0 hyperbeli&; olkoon

a 'y
A= .
(V B)
Osoita edellisen tehtavan perusteella, ettd hyperbelin asymptoottien kulmakertoimet saadaan ntalésta

2ym+a = 0. Laske tamén perusteella hyperbeli 2 xy+ 3x—y — 1 = 0 asymptootit.
VASTAUS: X+1=0, 2x—y+1=0.

422.

Maédrita pisteider{0, —3), (—6,0), (—4,0) ja (0, —2) kautta kulkeva kartioleikkausparvi seka tdhan parveen kuu-
luvan paraabelin huippu.

VASTAUS: (X+2y+4)(X+2y+6) + kxy=0; (—35,—33).

423.

Maédrita kartioleikkausparvi, jonka kayrat kulkevat pisteid@r) ja (0,3) kautta seka sivuavat suorga:= X pis-
teessd 1, 1). Madrita tahan parveen kuuluvan tasasivuisen hyperbelin keskipiste.

VASTAUS: X(X—Y) +K(y—1)(2x+y—3)=0; (&, 13).

424.

Méaaérita se kartioleikkaus, joka sivuaa ympyrdar y> = 2 pisteessdl, 1), hyperbelia 82 — 3y? = 6 pisteessa
(3,2) ja kulkee pisteet(2,2) kautta.

VASTAUS: 3x% + 7y? — 8Xy+X— 7y +4 = 0.

425.

Maarita kaksiparametrinen kartioleikkausparvi, jonka kayréat kulkevat pistéid#0) ja (1,0) kautta seka sivua-
vat suorax = 3.

VASTAUS: (SX— 2y — S)(SX—4y+s) +t(x— 3)y = 0 (sivuamispistg3, s)).

9.7. Yleinen toisen asteen pinta

426.

Kirjoita toisen asteen pinnarnx3+ 3y? + 372 — 4xy— 4yz— 4zx= 1 yht&ld matriisimuotoon. Laske matriisin omi-
naisarvot. Minka tyyppinen pinta on kyseessa?

VASTAUS:

427.

Tutki, millaista toisen asteen pintaa esittavat seuraavat yhtalét:

a)x2—2yz=1, b) 34152 52— 12— 10z+22=0.
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VASTAUS:

428.

Muodosta toisen asteen pintagf 2- 6y? + 272 + 8xz= 360 vastaava nelidmatriisi ja maéarita taiman ominaisarvot.
Millainen pinta on kyseessa?

VASTAUS:

429.

Tutki, millaista toisen asteen pintaa esittavat seuraavat yhtalot:
a) X2+ 2y% — 32 + 12xy— dyz— 8zx+ 14x+ 16y — 127— 33 =0,
b) —xy+yz—zx+x+y+2z—-2=0,
C) 52 +y? + 22 — Axy— 2yz+ 4zx+ 2x+ 1 =0,
d)y? — 22 +4xy—4zx—3=0,
)X% — Xy—YzZ+zZXx— 2X+y—2z+1=0,
f) 36x% + 9y? + 47 + 36Xy + 12yz+ 24zx— 49 = 0.

VASTAUS: a) kaksivaippainen hyperboloidi; b) kartio; c) suora; d) hyperbolinen lierio; e) kaksi leikkaa-
vaatasoa; f) kaksi yhdensuuntaista tasoa.

430.

Tutki, millaista toisen asteen pintaa esittavat seuraavat yhtalot:
a) & + 2y% 4 32 — dyz+ dzx+ 6x+ 4y + 82+ 2 =0,
b) 4x% + Y2 + 22 + Axy+ 2yz-+ 4zx— 24x+ 32 =0.

VASTAUS: a) Elliptinen paraboloidi; b) parabolinen lieri6.

431.

Selosta, minkélaisia pintoja seuraavat toisen asteen yhtalot esittéavat:

a) (x-27%+(y-3°=7,

b) (X+Y)?+ (3x+2y+2)?> =0,
c) (x+y)(3x+2y+2) =0,

d) x*+x—5=0.

VASTAUS: a) Kartio; b) suora; c) kaksi leikkaavaa tasoa; d) kaksi yhdensuuntaista tasoa.

432.

M&Arita pinnank® + 2syz—t2 = 0 laatu kaikilla parametriesjat arvoilla.

VASTAUS: s#£ 0, t £ 0, yksivaippainen hyperboloidi; s# 0, t =0, kartio; s=0, t £ 0, kaksi yhdensuuntaista
tasoa; s=t =0, taso.

433.

Méaéritaa ja b siten, ettd yhtalé@ — y? 4 322 + (ax+ by)? = 1 esittaé pyorahdyslieriota.
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VASTAUS: a= +1, b= +/2.

434.

Osoita, etta yhtaloxd/+ 2yz= 4zxesittda kartiopintaa. Maarita kartion akseli. Onko kyseessa pyorahdyspinta?

VASTAUS:

435.

Kirjoita toisen asteen pinnan yleinen yhtalé. Osoita, etta tama on valttamatta maoteesyz+ czx= 0, jos
suorakulmaisen avaruuskoordinaatiston x-, y- ja z-akseli sijaitsevat pinnalla. Millainen pinta on kyseessa, jos a)
a=b=c=2,b)a=0,b=c=2?

VASTAUS:

436.

Todista, ettd neliparametrinen pintaparvi (parametrajibac, d) x* +az + 2yz+ 2bzx+ 2cx+ 2dz+ ¢ = 0 siséltaa
korkeintaan kahta eri tyyppia olevia pintoja. Mitka tyypit tulevat kysymykseen?

VASTAUS: Piste tai kartio.

437.

Osoita, etta jos pinnar’ Ax+ 2b"x+ w = 0 pisteess®y = X toteutuu yhtaléAxy + b = o, niin pinnan yhtald
voidaan kirjoittaa muotoofx — xp) TA(X— Xo) = 0. Millainen pinta ja millainen piste voi tulla kysymykseen?

VASTAUS: Pinta on kartio ja piste sen karki; pinta on suora ja piste mika tahansa sen piste; pinta on kaksi leikkavaa
tasoa ja piste mika tahansa naiden leikkaussuoran piste; pinta on taso ja piste mika tahansa sen piste; pinta on yksi
ainoa piste.

438.

Esittakoon yhtald (x) = xT Ax+ 2b"x+ w = 0 hyperboloidia, jonka keskipiste ¢ = Xo. Osoita, etta a)) (x) —
U (xp) = 0 on asymptoottikartion yhtald ja k)(x) — 2U (xo) = 0 on liittohyperboloidin yhtalo.

VASTAUS:

439.

OlkoonU (x) = x" Ax+ 2bTx+ w = 0 toisen asteen pinnan yhtéls. Osoita, ettd muuttujaisen asteen yhtélosta
U (xo 4+ tv) = 0 puuttuu ensimmaéisen asteen termi kaikilla vektoreillps ja vain josAxy + b = o. Tulkitse tulos
geometrisesti.

VASTAUS:

440.

Mit& voidaan sanoa toisen asteen pinraAx-+2b"x+ w =0 laadusta, jos  a) tiedeta&n, ettd matrisiominai-
sarvoista kaksi on erimerkkistd, mutta kolmannesta ei tiedetd mitdén; b) edellisen liséksi tiedetéén, etta pintaa
ei voida leikata tasoilla siten, ettéd leikkauskuvio olisi ellipsi; c) edellisten liséksi tiedetdan, ettéa pinnalla on
tasoleikkauksia, joissa leikkauskuvio on paraabeli?

VASTAUS: a) Kaksivaippainen hyperboloidi, yksivaippainen hyperboloidi, kartio, hyperbolinen lieri6, kaksi leik-
kaavaa tasoa tai hyperbolinen paraboloidi; b) hyperbolinen lieri6, kaksi leikkaavaa tasoa tai hyperbolinen parabo-
loidi; ¢) hyperbolinen paraboloidi.
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441.

Osoita, etté jos toisen asteen pinnan yhtalos€ar By? + yz2 + 20xy+ 2eyz+ 2{zx+ 2nx+ 28y + 2kz+ w= 0 on
o =B =yjad=¢=2{, niin kyseessa on pyodrahdyspinta tai parabolinen lierid. Mik& on pyérahdyspinnan akselin
suunta?

VAsTAUS: Akselin suuntd +j +k.

442.

OlkoonU pintax" Ax+ 2bTx+ w = 0 jaUp pintax’ Ax= 0. Osoita, ettd quad a) jas on ellipsoidi tai piste, niin

Up on piste; b) jodJ on hyperboloidi tai kartio, niirdy on kartio; c¢) josU on elliptinen lierid, elliptinen
paraboloidi tai suora, niitdg on suora; d) jodJ on hyperbolinen lierié, hyperbolinen paraboloidi tai kaksi
leikkaavaa tasoa, niidg on kaksi leikkaavaa tasoa; e) joson kaksi yhdensuuntaista tasoa, parabolinen lierié
tai taso, niinUg on taso.

VASTAUS:

443.

Tutki piirtamalla, mita toisen asteen pintaa yht&id 4 2y? 4 322 — 4yz+ 4zx+ 6x+ 4y + 8z+ 2 = 0 esittdd. Maarita
pinnan yhtalo padakselikoordinaatistossa ja esita tarvittava koordinaatistomuunnos. Mika on uuden koordinaatiston
origo ja mitka ovat kantavektorit?

VASTAUS:

444,

Tutki ominaisarvojen avulla, millaista toisen asteen pintaa esittéda yhtalo

36X + 9y + 47 + 36Xy + 12yz+ 24zx= 49.

VASTAUS:

445.

Piirrd edellisen tehtavan pinnan ja kordinaattitasojen leikkauskayrat.

VASTAUS:
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