12. Abstraktia algebraa

12.1. Ryhma4, rengas ja kunta

502.

Maédritellaén joukorA = {a, b, c} alkioiden laskutoimitus seuraavalla taulukolla:

a b c
al a b ¢
b| b ¢ a
cl ¢c a b

Osoita, ettd A, o) on Abelin ryhma.

VASTAUS:

503.

Totea, etté jos laskutoimituksena on kuvausten yhdistaminen, niin Efstai avaruuderE? translaatiot muodos-
tavat Abelin ryhman.

VASTAUS:

504.

Tutki, muodostavatko a) tasde?, b) avaruuderE? origokeskiset kierrot ryhman, kun laskutoimituksena on ku-
vausten yhdistaminen. Onko kyseessa Abelin ryhma?

VASTAUS:

505.

Olkoon (A, +,0) kunta ja olkoota, b € A tunnettuja alkioitaa # 0. Osoita, etté yhtal6llao x = b on tdsmélleen
yksi ratkaisux € A.

VASTAUS:

506.

Totea esimerkiksi neliomatriiseja tarkastelemalla, ettd edellisen tehtavéan yhtaldlla voi olla useita ratkaisuja tai ei
ratkaisua lainkaan, jog\, -+, o) oletetaan vain renkaaksi.

VASTAUS:

12.2. Lineaariavaruus

507.

JoukonR? laskutoimitukset madaritellaan tavallisuudesta poikkeavalla tavalla:

(X1, Y1) + (X2,¥2) = (X1 +Y2, X2+Vy1),  AXY)=(Axy) (AeR).
Mitk& lineaariavaruuden aksioomat ovat talldéin voimassa?

VASTAUS:

m-Treeni versio 2.0, 4.9.2000; TKK, matematiikan laitos



508.

AvaruudenR? osajoukoss& = { (x,y) | x+y = 2} méadritellaan laskutoimitukset seuraavasti:

(X1, Y1) + (X2,¥2) = (X1 +X2— 1, y1 +y2 — 1),
AXY) =AX+1—-A, Ay+1—-A) (A€R).
Osoita, ett&E on lineaariavaruus. Mika on laskutoimitusten méaérittelyn geometrinen sisalto?

VASTAUS:

5009.

Ratkaise edellisen tehtavén jouko&sghtald (2,0) + 7(x,y) = (—6,8).

VASTAUS: (—3,22).

510.

Olkoota ja b reaalisen lineaariavaruud@&ntunnettuja alkioita, olkoox € E tuntematon. Olkooi € R. Todista
lineaariavaruuden aksioomiin perustuen, ettd yhtalk¥d a = b on tdsmalleen yksi ratkaisu. Mité4 aksioomia
talléin tarvitaan?

VASTAUS:

511.

Osoita, etté enintdan astettalevat polynomit muodostavat lineaariavaruuden. Muodostavatko tdsmalleen astetta
n olevat polynomit lineaariavaruuden?

VASTAUS:

512.

Tutki, ovatko enintdéan toista astetta olevien polynomien muodostamaan lineaariavaruuteen kuuluvat polynomit
p1(t) = 1—t, pa(t) =t(1—t), pa(t) = 1 —t? lineaarisesti riippumattomia.

VASTAUS: Eivat.

513.

Osoita, ettd enintdan astettalevien polynomien muodostaman lineaariavaruuden dimensiotoh

VASTAUS:

514.

Korkeintaan 1. astetta olevien reaalikertoimsten polynomigh= at + b joukossa maéritellaan laskutoimitukset
seuraavasti:

(P1+ p2)(t) = (a1 +a2) + (arb2 +azby )t,
(Ap)(t) = Abt.

Mitk& lineaariavaruuden aksioomat ovat voimassa?

VASTAUS:
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12.3. Ekvivalenssirelaatio
Luonnollisten lukujerp ja g valille maaritellaén relaati® asettamalla
pRg<= pon luvungtekija

Tutki, onko relaatio a) refleksiivinen, b) symmetrinen, c) transitiivinen. Onko kyseessa ekvivalenssirelaatio?

VASTAUS:

516.

Tason suorien joukossa méaaritelldén relaRtasettamalla
s1 R$ < suorillas; jas; on yhteinen piste

Tutki, onko relaatio a) refleksiivinen, b) symmetrinen, c) transitiivinen. Onko kyseessa ekvivalenssirelaatio?

VASTAUS:

517.

Joukon A relaatiotaR sanotaanjarjestysrelaatioksi jos se on transitiivinen ja jos tdsmalleen yksi ehdoista
xRy, yRxja x = y on voimassa mille tahansa alkioparillg,y) € A x A. Paattele, ettd relaatia X <y <=
X on pienempi kuiry) on jarjestysrelaatio joukos&a

VASTAUS:

518.

Olkoon 2 universumin kaikkien osajoukkojen muodostama joukko. Tutki, ovatko joukko-opilliset osajoukko-
relaatiotC ja ; a) transitiivisia, b) jarjestysrelaatioita joukosBa

VASTAUS:

519.

Reaalilukuparien vélille maaritellaan relaaRseuraavasti:

(x1,y1) R(%2,Y2) <= X1 <X Ay1 < V2.

Onko kyseesa jarjestysrelaatio?

VASTAUS:
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