2. Tavallisen differentiaaliyhtalon yleisia ratkaisumenetelmia

2.1. Ensmmaisen kertaluvun yhtal 6t

30.

Ratkaise alkuarvotehtava

Piirra muutama yleisen ratkai sun kuvagja. Minka nimisista kyrista on kyse?

VASTAUS: y = e, kellokayra.

31.

Ratkai se separoimalla differentiaaliyhté 6
9yy +4x = 0.

Piirraratkai sukayria.

2 2
VasTAus: § 4+ % =C.

32.

Ratkai se separoimalla differentiaaliyhté 6
y =1+

VASTAUS: y = tan(x+C).

33.

Ratkai se separoimalla akuarvotehtéva

4

—5o3, MissAX < 3.

VASTAUS: y =

34,

Ratkai se separoimalla alkuarvotehtéva

VASTAUS: y = 3(—1+ V&2 —15).

35.

Ratkai se alkuarvotehtava

y+5¢ =0, y0) =1
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VASTAUS: y = —=

X1
Ratkaise alkuarvotehtava
X
= -, 1)=3
y y Y
VASTAUS: Hyperbeliny? — x? = 8 ylempi haara.
37.
M &érita seuraavien differentiaaliyhtél 6iden yleiset ratkaisut ja piirra ratkai sukdyrien kuvagjia:
Xy =y, b)Y = (1-y)?, QY =1+y)y-1),

dy=Yy-3 &) (1+xy =1+y, fl+y*—x/ =0,
9 (1) =Xy, h)(1-x)Y =1-y, i)y +y’ =1
VASTAUS: @ y=Cx/(x+C); b)y=14+C/(1-Cx);
c)y=(1+Ce*)/(1-Ce*); d)y=3+32(x—C)% x>C;

e y=—-1+C(x+1); fly=tanIn(Cx); ¢ y=CvV1+x3;
h)y = (Cx+1)/(x+C); i)y=tanh(x+C).

38.

Ratkaise seuraavat alkuarvoprobleemat:

a)y,:d)qa y(,l) :713 b))/:S”"I|X|, y(,T[) :Oa C)y,mtany:]-v y(l) :17
dysinx=ylny, y(3) =1, € (1+e&)yy =€, y(1)=1, f)cos’xcos(Iny)y =y, y(¥) = 1.

VASTAUS: @) y=e—1—e X kunx<0jay=e—3+¢€, kunx>0;
b) y =1+ cosx, kunx <0jay= 3—cosx, kunx > 0;
) x=1-F+yarctany — 2 In[3(1+y?)];

14+e\ Y2 TS
. . Csin(tanx—1)
dy=1, ey= (1+2In 1 e) ;o fly=6&¥ .

39.

Mé&érita ja piirrédiffermtiaaliyhtélny’3 =Yy yleinen ratkaisu. Onko yhtal6ll& erikoisratkaisuja?
VASTAUS: y = [£(x+C)]¥?% y=0.

40.

Ratkaise differentiaaliyhtél dy’z = 4y. Onko yhtél6ll&erikoisratkai suja? Onko olemassaehdot y(—1) = 1, y(2) =1
toteuttavaa ratkaisua?

VASTAUS:

41.

Ets nedifferentiaaliyhtélony’ = 2x|y — 1] ratkaisukayrét, jotka sivuavat x-akselia.
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2
VASTAUS: y=1—€%,

42.

Ratkaise seuraavat differentiaaliyhtél ot:

a) (x+y)?Y =1, by =(2x+y+3)?, ©)y =cos(x+y).

VASTAUS: @ X+y =tan(y+C); b)y=—2x—3+2tan(v2x+C); c¢)tan*;¥ =x+C.

43.
Ratkaise yhtél 6
XXy +y?
Y=
VASTAUS: y = xtan(Inx+C).
44,
Ratkaise yhtél 6
Xy =3 +y.
VASTAUS: Y = +X/C + 2Inx.
45.
M&érita seuraavien differentiaaliyhtél 6iden ratkaisut tai integraalit ja piirra ratkai sukayrien kuvagjia:
-y -y _x.y
Y =3 DY = o 9Y =+
—X
d) (28 +Y)Y = 24, X/ =y+xtant, fx/ =yinZ,

g) 3x(cosh 2—(/))/ = 2xsi nhz—(/ +3ycosh 2—(/

VASTAUS: @ x= —yIn(Cy); b)x=—-y/2+Cy% ¢)y?>=22In(Cx); d)x%=y?In(Cy);
e sin%( =Cx; f)y=xé*t1; g)y=xarsinh(CV>?).

46.

Ratkaise seuraavat alkuarvoprobleemat:

A%/ =xep(— )ty y) =1 by =n[(2)] yn=1

Moy
Y =Ny Y@ =0

VAsTAUS: @ y=XxIn(In(ex)); b y=x;
Q) y=4/x—xkun0<x<2y=3(v/16—3C—x),kun2 < x < 4/V/3.
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47.

Piirradifferentiaaliyhtélonxy’ = x+y suuntakentta. Etsi yhtalon ratkaisu. Piirrasuuntakenttadn alkuehdony(1) =1
toteuttava ratkai sukayra.

VASTAUS:

48.
Etsi yhtélon

(x+xcosz—(/))/ = x+y+ycos§—(/

yleinen ratkaisu parametrimuodossax = x(z), y = y(2).

VASTAUS: X = Ce#t9"Z y — Cze#+sn?,

49.

Totea differentiaaliyhtal o 2xyy’ —y? + x? = 0 tasa-asteiseksi ja ratkai se se tahén tilanteeseen sopivallasijoituksella.
Mita mahdetaan tarkoittaa, kun yhtdl 64 kutsutaan erédn ympyraparven differentiaaliyhtél oksi ?

VASTAUS:

50.

Olkoonfunktio f : R — R kaikkiallajatkuvasti derivoituvaja = 0. Etsi yhtélén

"V-0=1()

yleinen integraali.
VAsTAUS: f(y/x) =Cx.

5l
Ratkaise differentiaaliyhtél 6 €'y = x+ &/ — 1 sijoituksellau = x+ Y.
VASTAUS: y = In(Ce* —X).

52.

Piirra suuntakentta differentiaaliyhtal6lle e¥y’ = x+ &’ — 1 ja téhan joitakin ratkai sukdyrid. Ovatko ratkai sukayrat
méériteltyja kaikilla muuttujan x arvoilla?

VASTAUS:

53.

Ratkaise alkuarvoprobleema e’y = x+¢& — 1, y(0) = a sijoituksellau = x+ €Y. Mika ehto vakion a on taytettava,
jottaratkaisufunktio olisi mééritelty kaikilla arvoillax € R? Jos a ei tayté tété ehtoa, funktiollaon singulariteetti
jossakin pisteessd; millaisesta yhtél 6stataméa saadaan? Vrt. laskusi tuloksia edellisen tehtévan kuvioon.

VASTAUS: y = In(Ce* —x).

4.

Ratkaise differentiaaliyhtald 1+ y2 + xyy = 0 sopivallasijoituksella
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VASTAUS:

55.

Tutki seuraavien yhtal 6iden muuntumista muuttujien vaihdossax =2, y = 2. Valitse vakioille a ja b arvot siten,
etta yhtéd distatulee tasa-asteisia ja ratkaise ne.

a) 20 —xP)Y +y¥ =0, b) (X3P —1)y +2xy°=0.

dz z dz 27
VASTAUS: ) Fria T et y? = 2xIn(Cy); b) oz X2y? +1=_Cy.

56.

Ratkai se differentiaaliyhtél 6t

dy 2x-y+1 ody —xidy—11 d_yz( y+2 )2

ax  x—2y+1 Jax xrzy-9° “Yax \xry-1

VASTAUS: @) X2 +y? —xy+Xx—y=C; D) ﬁmtm%+%ln(xz+2yzxy+xlly+ 16) =C;
Xi
C) 2%tan%§+ln|y+2| =C.

S7.

Osoita, etté yhtaon

(ax+by+c)y +bx—ay+c, =0
integraalikayrét ovat logaritmisiaspiraaleja.
VASTAUS:

58.

Osoita differentiaaliyhtél 6t

a) 3 +6xy° + (6x%y+4y°)y =0, h)e Y+ (1—xe?V)y =0,
C) 2xco?y+ (2y — ¥ sin2y)y =0

eksakteiks jaratkaise ne (muodostayleiset integraalit). Piirra suuntakentét ja ratkai sukayrié.
VASTAUS: @) ¢+ 322 +y* =C; Db)y+xe¥Y=C; ¢)x2cos?y+}2=C.

59.

Totea, etta differentiaaliyhtalol1a

(3 -y —3)y +2xy=0
on integroivatekijay?. Ratkaise yhtél6 ja piirré sen ratkai sukayria.
VASTAUS:

60.

Totea, etté differentiaaliyhtald x2y — 2xy+ 3 = 0 ei ole eksakti, mutta siité voidaan saada eksakti kertomalla se
muotoa F (x) olevallaintegroivallatekijélla Ratkaise yhtal o téllatavalla
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VASTAUS: y = Cx% + 1/x.

61.

Differentiaaliyhtaldlla

(27— Y —y)dx+ (2xy = —x)dy =0
on muotoa F (x+y) olevaintegroivatekiji. Ratkaise yhtdl 6.
VASTAUS: Xy = C(x+Yy+1)3.

62.

Tarkastellaan differentiaaliyhtél 6&

P(x,y)dx+ Q(x,y)dy = O.

Osoita, ettd @) jos (P, — Qx)/Q on pelkéstéén muuttujan x funktio, niin yhtél6l1& on muotoa F (x) olevaintegroiva
tekij, b) jos (P, — Qx)/P on pelkéstédn muuttujan y funktio, niin yhtél 6ll&aon muotoa F (y) olevaintegroivatekijé.

VASTAUS:

63.

Ratkaise edellisen tehtévan menettelylla differentiaaliyhté 6t

a)x?+y—xy/ =0, b) —2xy+ (> +3a2 - 3®)y =0,
0) 1—xy+x(y—X)y =0, d) cosy-+ cosxcos(x+Yy)y = 0.

VASTAUS: @)y = 2x/(C—%); D) (a2 —x2)y*+ 2y° =C;
c)y2—2xy—2/x=C; d)tanxcosy-+siny =C.

64.

Etsi ne kayrét, joillak8yran normaalin ja x-akselin leikkauspisteen etéisyys normaalin kantapisteesté (kéyralld) on
vakio a.

VASTAUS: (x—C)2+y? =a?, y=+a.

65.

M&érita ne kayrét, joille y-akselin, kéyran tangentin ja sivuamispisteeseen piirretyn paikkavektorin muodostama
kolmio on tasakylkinen.

VASTAUS: y = C/X, y = 3(Cx* — 1/C), (x—C)? +y?> = C?.

606.

Eréén radioaktiivisen aineen hajoamisnopeus on likimain verrannollinen sen mééréén. Aineen havaittiin véhen-
tyneen 10 prosenttia 24 tunnissa. Laske puoliintumisaika, so. aika, missé aineen médéra on vahentynyt puoleen
alkuperéisestd. Muodosta aluksi differentiaaliyhtél 6 aineméraé hetkellat kuvaavalle funktiollem(t).

VASTAUS: Ty = 241193 ~ 158 h.

67.

Utopian valtakunnassa véesto haluaa sitéd véhemman hyodykkeitd, mitd enemman se on jo niité hankkinut. Niin-
muodoin elintason nousu on k&antden verrannollinen jo saavutettuun elintasoon. Tutki, kasvaako elintaso rajatta
Utopiassa. Voidaanko télla mallilla kuvata Utopian elintasoa hamasta muinai suudesta kaukaiseen tulevai suuteen?
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VASTAUS: y(t) = vkt +C, missdy on dlintaso ja k verrannollisuuskerroin.

68.

Oletetaan, ettd syntyvyys popul aatiossa on suoraan verrannollinen populaation kokoon ja kuolleisuus keskinéisen
kilpailun johdosta suoraan verrannollinen yksildiden vélisten suhteiden (yksil6parien) mééréan. Osoita, etta tdma
johtaa populaatiomalliin

dp 2
a—aprp,

missa p on populaation koko jaa, B > 0 ovat vakioita. Ratkaise populaation kayttaytyminen, kun alkuehtona on
p(0) = po. Oletetaan, ettd a — Bpp > 0. Onko popul aatiolla maksimikokoa?
VASTAUS:

69.

Séilitssd on 100 litraa suolaliuosta, joka sisdltéd aluksi 5 kg suolaa. Séilioon tuodaan nopeudellas |/min suolaliu-
osta, jossa on suolaa 30 g/l. Samalla nopeudella séilidsta virtaa ulos liuosta. Oletetaan, etté liuosta sekoitetaan niin
hyvin, etté se kaiken aikaa pysyy homogeenisena. Paljonko séilissi on suolaa tunnin kuluttua?

VASTAUS: Noin 3100 g.

/0.

Kappaleen putoami sta vastustakoon nopeuden neliéon verrannollinen voima, jolloin nopeus v(t) toteuttaaliikeyh-
talon
dv
— — ma—a
M =mg—av;
tdssdt on aika, m, g jaa positiivisiavakioita. Ratkaise yhtdl¢ alkuehdollav(0) = v ja méarité lim_. v(t). Mika

on rgja-arvon fysikaalinen merkitys?

g MG+ Voy/a— (/G- voy/@)e VM g
& /RG+Vo/a+ (/MG — Vo, a)e 2V B \/:

VASTAUS: V=

71.

Kappal een ja&htyminen tapahtukoon Newtonin j&&htymislain mukai sesti:
ar _ _
dat

missit on aika, T kappaleen 1dampdtila, To ympériston muuttumaton [&mpétilaja k kappal eelle ominainen vakio.

Olkoonk = 0.02s™1 ja Ty = 10°. Olkoon kappal een |ampétilatarkastelun alkuhetkel I T (0) = 60°. Laske kappaleen
[&mpdtila yhden minuutin, kymmenen minuutin ja tunnin kuluttua.

VASTAUS: 10+50e 12~ 25.1°C, 10+ 50e '?~ 10.0°C, 10+ 50e "%~ 10.0°C.

k(T - TO))

12.

L askuvarjohyppédjan nopeutta hidastaa nopeuden neliton verrannollinen voima, jolloin Newtonin lain mukainen
liikeyhtal6 on

dv
mo = mg — bv?,

missd v on putoamisnopeus ja t on aika. Ratkaise differentiaaliyhtél6 ja osoita, etté on olemassa rajanopeus
limy_,c v(t). M&arité rajanopeus, kun hyppaé & painaam = 80 kg, hdnen nopeutensavarjon auetessaon vp = 10 m/s,
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maan vetovoiman kiihtyvyydellekaytetdén arvoag = 9.8 m/s? ja hidastuvuuskerroin on b = 30 kg/m. Miten raja-
nopeus riippuu hyppééj an alkunopeudesta vp?

VASTAUS: V= /mg/b(1—Ce 2Vb9/™M) /(14 Ce 2VPI/™) rganopeus /mg/b~ 5.1m/s.

73.

Tutki, millaisiaratkaisujaon differentiaaliyhtal 6l1ay’ (y(x)) = y(x).
VASTAUS: y =0,y =x?/2+C.

74,

Ratkaise integraaliyhtél 6

X $2 2
/l t +y(tt)2+ty(t) it = y(x)

muodostamalla ensin puolittain derivoimalla differentiaaliyhtal .

VASTAUS: y = xtanInx, x € |e 2, &V?[.

/5.

DifferentiaaliyhtalonF (x,y,y’) = 0 erikoisratkai sut |6ydetaén usein tutkimallaniiden pisteiden (x, y) joukkoa, jotka
(jollakin arvolla p) toteuttavat yht& 6t

. OF
F(X7y7p):0 ja a_(xvya p)zo
p
M &érita tdmé joukko seuraavien yhtal 6iden tapauksessa ja tutki, miten se suhtautuu yleisten ratkai sujen parveen:
Y2ty +x=0, by-x+3y -y3=0 oy>-yw+e&=o.

VASTAUS: a) Ei ole;  b) y=x—2, verhokéyrs; c) y? = 4€*, verhokéyra.

2.2. Kayraparven leikkaaj at
/6.

M &érita seuraavien kayraparvien kohtisuorat |eikkaajat:

y2

=<

2
ay=(x+C)3 b)x*—3x?=C, 0©)y=Cxexp(x¥+y?), d)%Jr
XXy XXy 1

R . 9y=0Cx.

Né&issa C on parven parametri, muut kirjainsymbolit vakioita. Piirrékuviot.

VASTAUS: @)y = (—3x+C)%/5 b)Yy -3y =C; c¢)2y?-1=C(2¢+1); d)b?Inly|=a%In(Cx);
e X +y2 =202In(Cy) (ly| < b); f) x> +y?>=2a%In(Cx) (|x| > a); g)x>+by?>=C.

77

Kayrdy = e * liukuu a) x-akselin, b) y-akselin suunnassa kaikkiin mahdollisiin asemiin. M&arita muodostuneiden
kayraparvien kohtisuorat |eikkaajat.
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VASTAUS: @ y=+/2(x—C); b)y=¢e+C.

/8.

M &érité sellainen kéyra, jokaleikkaa kohtisuorasti sekd parveay = v/x— C etté parveay = € +C.
VASTAUS: y = 76”2

79.

Kéyraparvi muodostuu paraabel eista, joiden akselina on y-akseli, polttopisteené origo ja jotka aukeavat yl6spéin.
Muodosta parven yhtal 6 jokin sopiva muuttuja parametrina ja johda parven differentiaaliyhtdl 6. Etsi kohtisuorien
leikkagjien parvi.

VASTAUS: Alasaukeavat paraabelit, joillaon akselinay-akseli ja polttopisteendorigo.

80.

Kéyraparven differentiaaliyhtdl 6 olkoon

P(x, Y)Y’ +Q(x Y)Y +R(x,y) = 0.

Oletetaan, ettéd alueen G pisteissé derivaatan y' suhteen ratkaistuna yhtél 6 antaa kaksi eri suurta reaalijuurta. Mil-
I& kerroinfunktioita koskevalla ehdolla vastaavat viivaelementit ovat keskenéén kohtisuoria? Mika geometrinen
ominaisuus kdyréparvellatéloin on?

VASTAUS: P(x,y) +R(x,y) = 0.

81.

M &érita napakoordinaatei ssa annettujen kdyréparvien

ar=Ccosd, byr=Cod, or = Cel
kohtisuorat leikkagjat. Piirra kuvio.
VASTAUS: @) 1 =Csing; b)r=Ce /2, ¢)r =Ce¥/k,

82.

M &érita parametrimuodossa annetun k&yraparven

X=t+cost+C,
y=1+sint

kohtisuorat leikkagjat. (t on k&yréparametri, C parviparametri.)
VASTAUS: Xx=t+sint+C, y = 1+ cost.

83.

Etsi kayraparvi, joka leikkaa paraabeliparven y? = 4Cx kulmassa 1

. oy
VASTAUS: 3In(2X° —xy+Y?) — 2 arctan 2= =C.

84.

Ké&yraparven differentiaaliyhtédl 6 napakoordinaateissaolkoon F (r, ¢, %) = 0. Miké& on sen parven differentiaaliyh-
t8l6 napakoordinaateissa, joka leikkaa em. parven kulmassa a?

/ 2 I .
VASTAUS: F(¢,r, =) — 0, missir’ = §¢ jam=tana.
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2.3. Toisen ja korkeamman kertaluvun yhtal 6t

85.
Ratkaise alkuarvoprobleemay”’ = x?€*, y(1) = 1,y (1) = 0.
VASTAUS: y = €(x* — 4x+6) —ex+1—2e.

86.

Ratkaise reuna-arvoprobleemay”’ = xsinx, y(0) = y(m) = 0.

VASTAUS: y = —XSINX— 2C0SX — 4X/Tt+ 2.

87.

Palauta toisen kertaluvun differentiaaliyhtal o y” +y 3¢V = 0 ensimméisen kertaluvun normaali ryhmaksi jaratkaise
se.

VASTAUS:

88.

Ratkaise seuraavat differentiaaliyhtél ot:
ay? =y, By —1-y2, 9%/ + -1y =0, Ax/=yin’,
9y =1, vy =1, 9y =¢, hyy' =1+y?

2y — 3y’ =47, )1+ =y +Y°>.

VASTAUS: @)y = &5 (x+C1)3+Cp;  b)y=In|C1&“—1/(C1€)| +Cp, y = £x+C;

0 y=Cie*(x+1)+Cp; d)y=(Cix—C})e¥1™1+Cy;

&) Y2 =C2+ (x+C)2/C%  f)x+Co=+5(,/y—2C1)\/\/y+Cu,

g) ¥ = In(2C?) + Cix+Cp — 2In|€X*C2 — 1], y = In(2C2) — 2In| cos(C1x + Cy)],

y =2In(v2/[x+C|);

h)y = (1/C1)cosh(Cix+Cp); i) y=Ci/cof(x+C); ) Cay+ (1+CP)Inly—Cq| =x+Co.

89.

Muodosta seuraavia differentiaaliyhtél 6itd vastaavat normaaliryhmét ja ratkaise ne:
QY =y? by +y?=0 oyy'=2"7 dx¥P =2/, @x/9=y?

VASTAUS: @)y = £3(C1 — 2¥)¥2 +Cox+C3;  b) y = (Xx+Cy) In|x+Cq| +Cox+Cg;
€) y = (1/C1) In|Cix+Cy| +Cg, y = Cox+Csg;
d)y=CixX* + (Co+CzIn|x|)x+Cs; € y=C1x® 4 Cox® +Cax? 4 Cyx+Cs.

90.

Palauta differentiaaliyhtal 6 yy”’ + 2)/2 = 0 ensimmaisen kertaluvun normaaliryhméksi. Onko ryhma autonominen?
Etsi yhtalon yleinen ratkaisu. M&&rita ratkai suk8yrd, joka sivuaa suoraay = k(x — 1) + 1 pisteessd (1,1). Piirré
ratkai suké@yran kuvaajia muuttujan k eri arvoilla.

VASTAUS: y = ¢/C1x+Cp, y = ¥/3k(x— 1) + 1.
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91.
Ratkai se reuna-arvoprobleema
2
(1-yy'+2y"=0; y(0)=0,y(-1)=-1
Onko differentiaaliyhtal 6& vastaava normaaliryhmé autonominen?

VASTAUS: y = X/ (X+2).

92.

M&érita ne yhtalon 2y” = 3y? integraalikéyrét, joillaon asymptoottina x-akseli.
VASTAUS: y = 4/(x+C)>2.

93.

Ma&érita ne kéyrét, joilla kiintedstd muuttujan arvosta laskettu kaarenpituus on suoraan verrannollinen tangentin
suuntakulman tangenttiin.

VasTtaus: y = kcosh(x/k+ Cy) 4 Cp, missd k on verrannollisuuskerroin.

94.

M&érita kayrét, joiden kaarevuussdde on

_ y
sina cosa’

missd a on kayran tangentin suuntakulma.

VASTAUS: Yy = (1/C1)/1+ Co€~1%, C,C; > 0.

95,

Osoita, etta yhtélo y’ = f(y) voidaan ainaratkaista kahdellaintegroinnilla.

VASTAUS:

96.

Tarkastellaan differentiaaliyhtél6dy” = f(y'). @) Osoita, etta jos f (a) = 0, niin suorat y = ax+ C ovat ratkaisukay-
rid. b) Johdaintegraalikayrille parametriesitys

dz zdz
=[] —+C = —+Cy.
X /f(z)+ L Y /f(z)+ 2
Miten ratkai suk&yrét tall6in suhtautuvat toisiinsa?

VASTAUS:

97.

Tutki seuraavien differentiaaliyhtal 6tyyppien ratkai sumahdollisuuttaintegrointien avulla:
Ay =fy" ), by =fy"?).

VASTAUS:
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98.

Olkoon differentiaaliyhtaléssaF (x,y, Y, .. .,y(™) = 0 funktiollaF ominaisuus
Foty,ty, .. ty™) =t“"F(xy,Y,...,y") kaikillat € R,

missa k on jokinvakio. Mitatalloin voitetaan sijoituksellau =y’ /y? Ratkaise sovellutuksena yhtal 6 yy”' = y'y".

VASTAUS: Palaudutaan yht& alempaan kertalukuun.
y = C,sinh(C1x) + Czcosh(C;x), y = Csin(Csx) + Czcos(Cix), y = Co + Cax.
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