4. Differentiaaliyhtal6ryhmaét

4.1. Ryhman palauttaminen yhteen yhtal6on

176.

Ratkaise differentiaaliyhtdl 6ryhmét

d—X:yH d—y:yfersinx VL Y.

a) dt b) dx ) dx _
N it O ytzicosx NPV
a " ax YT o =

VASTAUS: @) x=C1€ +Cret —t—1,y=Cid —Coet -t —1;

b) y = €(C1sinx+ Czcosx) — £ sinx— Z cosx, z= &(—Cy cosx+Csinx) + £ sinx— & cosx;

€) y = Cax+Cp/x2 + 2xIn|X|, z= (§ — C1)x2 + 2C/x— $x2In|x|.

177.

Etsi yleinen ratkaisu differentiaaliyhté éryhmélle

X =X+Y,
Yy =x—y+¢€.

VASTAUS: X = Cle‘f2t Jrcze*‘fzt —d,y=C(v2- 1)e‘f2t —Co(vV2+ 1)e*f2t.

178.
Ratkai se alkuarvoprobleemat
y=7y—z
=1 20)=2
{zym ©=120=2

3y —5y+7Z+52=0
y —y+2z=0

VASTAUS: @) y = —3€* + 3%, z= 1+ 3
b) y = €‘cos2x, z= €'sin2x.

179.

Olkoot x jay muuttujant funktioita. Ratkaise alkuarvoprobleema
X =y+t?
0) =y(0) =0.
(20 x0=y0

VASTAUS: X = —2€ + 26 +13+-4t,y = —2¢ — 21 +- 242 + 4.

180.

Ratkaise differentiaaliyhtal systeemi

X =y+t,
y = X+t,
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kun akuehtonaon x(1) = y(1) = 2(e—1). Piirraratkai sukayrét.
VASTAUS: X=y=2& —t— 1.

181.

Ratkaise kaikillaarvoillaa € R yhtaloryhmét
dx dx
—=ay+1 — +a°y = cosat
dt dt

a) , b .

Cl—y:2y+ax W, 2= sinat
dt dt

VASTAUS: @) Josa £ 0, niinx = C1ell+V 1+t | C ell-V1+&)t 4 /52

y=Ci(1+ VIt ad)/aet Vet L1 V1T a?)/aelt Vi@t 1/

josa=0, niinx=t+Cy, y = Ce%;

b) jos a # 0, niin x = C1&¥! + Coe @t + (a+ 1)/(a(a@®+ 1)) sinat, y = —C16¥1 + Coe @t + (a— 1)/ (a(a® +
1)) cosat;

josa=0,niinx=t+Cq,y=0C,.

182.

Ets differentiaaliyhtéloryhmanx’ +y =y +z=Z +x = 0 yleinen ratkaisu sekd alkuehdon x(0) = y(0) = z(0) =1
toteuttava yksityisratkaisu.

VASTAUS:
183.
Olkoot x(t), y(t), z(t) jau(t) tuntemattomiafunktioita. Etsi differentiaaliyhtél dryhman
X =y
y =z
Z=u
u =x

yleinen ratkaisu.

VASTAUS: X = C1€ +Cpet 4 Casint +C4cost, y = C1& — Cret +Czcost — Cysint,
z=C1é +Coet —Czsint —Cacost, u=Cie —Coet —Czcost +Casint.

184.

Olkoot x(t), y(t) jaz(t) tuntemattomat funktiot. Ratkai se differentiaaliyhtél ryhma
X=y-2z
y =z—-2x
Z=2x-y

alkuehdollax(0) = 1, y(0) = 2, z(0) = 3.

VASTAUS:

185.

Ratkaise: dx = W = dz = 7%.

X X U z

VAsTAUS: y = —x+Cyq, z= Cysinin|x| + Czcosln|x|, u = C cosIn|x| — Czsinin|x|.
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186.

Olkoot x(t) jay(t) tuntemattomat funktiot. Etsi yleinen ratkaisu differentiaaliyhtél orynmélle

X' —3x—4y+3=0
Y +x+y+5=0

VASTAUS: X = € (Cy +Cot) + €' (Ca+Cat) — 23,y = 36 (C, — C1 — Cyt) — 3 1(C3+Ca -+ Cat) + 18.

187.

Olkoot x(t) jay(t) tuntemattomat funktiot, m € R. Etsi yleinen ratkaisu differentiaaliyhtél 6ryhmélle
X' +2mPy =0
y' —2mx=0"

VASTAUS: Josm = 0, niin

x = €™ (Cysinmt +C, cosmt) + e ™ (Czsinmt + C4cosmt),
y = €™ (—Cy cosmt +Cysinnmt) +e "™ (Czcosmt — Cysinmt);
josm=0, niinx = Cy1+Cyt, y = C3+ Cyt.

188.

Palauta Jacobi’ n differentiaaliyhtal 6

dy _ (axx+bay+c2) —y(asX+bgy+c3)

dx  (apx+bry+c1) — x(agx+ bay + C3)
d’ Alembertin systeemiksi

d
d_)fck = a1+ e+, k=1,2,3,

asettamalla

VASTAUS: Lausu x, y ja g—){ muuttujant avullajatotes, ettd d’ Alembertin systeemin ratkai sut toteuttavat taman.

4.2. Autonomiset ryhmat

189.

Ratkai se autonomiset normaaliryhmat

dy

d
=0 2 37
3 dx+3y+z by d o 74 y'
dz_ +z=0 d—zfer
ax YT ax Y

Ovatko ratkai sujen kuvaajat faasitasossa rajoitettuja?

VASTAUS: @) y = & 2(Cy +CoX), z= & 2(—Cy — Cp — CoX);
b) y = C1€% + 3Coe~ %, 2= C1¥* — Coe~ 2.
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190.

Ratkaise differentiaaliyhtdl 6ryhma

du
— =Vv+w+1
dx
dv
— =W+u+2
dx
dw
— =u+v+3
dx

VASTAUS: U=C1&* 4+ Cre X —2,v=C1e¥ +Cze ¥ — 1, w=C1&¥* — (C, +C3)e™ %,

191.

Olkoot x jay muuttujant funktioita, joille pétee

{§y2x ’

Millaisiaovat ratkai sukayrét faasitasossa? Johda ndiden yhtal t.

VASTAUS:

192.

Johda valttéméton jariittavaehto sille, ettd differentiaaliyhtél 6ryhmén
X = ax+ by,
y =cx+dy
ratkaisussa esiintyy trigonometrisiafunktioita. Totea, etti ehto bc < 0 on kyll&kin vattdméton, muttael riittava

VASTAUS: (a—d)?+4bc < 0;josa=2,b=1, c= —1, d =0, ndhdsn, etté ehto bc < 0 & ole riittava.

193.

Heiluri, joka muodostuu painottoman varren (pituus L) paéssé ol evasta massasta m, saatetaan heilahtelemaan pys-
tysuorassa tasossa. Heilahduskulma olkoon &. Muodosta Newtonin lakien mukainen liikeyhtdl 6, johda vastaava
normaaliryhma ja totea se autonomiseksi. Muodosta normaaliryhmésta faasitasokéyrien differentiaaliyhtél o ja rat-
kaise se. Piirra ratkai sukayrien kuvaajia.

VAsTAUS: 9" +(g/L)sind =0;  y; =yo, ¥, = —(g/L)sinys;

dy; Lyz 2
L= = 2(g/L)cosy, +2C.
dy, ~ gany %2 (g/L)cosy: +2C

4.3. Lineaarisen vakiokertoimisen ryhman matriismuoto

194.

Kirjoita differentiaaliyhtdl 6ryhma (muuttujanat)

matriisimuotoon ja ratkai se se diagonalisoimallamatriisi.

m-Treeni versio 2.01, 15.05.2001; TKK, matematiikan laitos



VASTAUS: X = C; +Ca(—1+iv/5)é V5 — C3(1+iv/B)e VH,
y = 2C; —Cy(2+iV5)eV3 +Cy(—2+iv/B)e V5,
z=2Cy +3Co€V™ + 3Cze VA,

195.
Ratkai se ominaisarvoteoriaa kayttéen differentiaaliyhtadl 6ryhma
dy
ax 3z—y
2_,
ax Y
VASTAUS:
196.
Ratkai se ominaisarvoteoriaa kayttéen
X =y
y=z2
Z=u
u =x

VASTAUS: X = C1€ +Cpet 4 Casint 4+ C4cost, y = C1& — Cret +Czcost — Cysint,
z2=C1é +Coet —Czsint —Cycost, u=Cie —Coet —Czcost +Casint.

197.

Etsi differentiaaliyhtal 6ryhman
X —X—y+2z=0
y —2x+2z=0
Z+2x—-2y—-z=0

yleinen ratkaisu seké alkuehdon x(0) = y(0) = z(0) = 1 toteuttava yksityisratkai su ominaisarvoteoriaa k8yttéen.
VASTAUS: X =C1e 1 4 2Co8 + Cae?, y = 2Co€ + Ce?, z=Cie '+ Co; x=2d —e?, y=2d — &%, z=¢.
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