2. Lukujonot

2.1. Lukujonon maaritelma

16.

Fibonacci'n luvutméaaritelladn ehdoilla

ap=ap=1; ani2=any1+a, nelN.

(%) -(=%%) ]

Osoita:
1

=5

VASTAUS:

17.

Olkoona; = 3,a, = 6,an11 = %(nan +an-1+3) arvoillan > 2. Todista, etté, < 4n kaikillan € N.
VASTAUS: Induktio.

Maarita inf{ v +9—-n/2|ne N}.
VASTAUS: v/13— 1.

2.2. Lukujonon suppeneminen

19.

Maarita lukujonon
s
]
raja-arvo, kum — oo, ja todista tulos suoraan maaritelman perusteella (ts. epsilontekniikkaa kayttaen).

VASTAUS:

20.

Todista raja-arvon maaritelmaan perustuen, etta suppeneva lukujono on rajoitettu, tsajos @nniin on ole-
massa lukiM > 0 siten, ettga,| < M kaikilla indekseill&an.

VASTAUS:

21.

Todista raja-arvon méaaritelmaén perustuen seuraava lause: Jos lukujapopétee lime, = ajalima, = b, niin
a=h.

VASTAUS:

22.

Todista yksityiskohtaisesti lukujonojen raja-arvoja koskeva lause: Jgs i@, = a ja limp_b, = b, niin
liMmp—w(an+bn) = a+b. Pateekd kdantaen

r!irrgo(anern):m—b S ,!i”loa”:a’ r!irrgobn:b?
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VASTAUS:

23.

Todista: Jos lukujonolléa,) pateea, > 0 kaikilla indekseillén € N ja limay = 0, niin on olemassa md®, | n €
N}. Onko em. oletuksilla valttdmétta olemassa myos{rajin n € N }?

VASTAUS:

24.

Olkoon (a,) rajoitettu lukujono. Todista:

jim 2N 3 _ o
n—oo n
VASTAUS:
Olkoon 1
lim —— =b#0.
n—oo an+a #

Osoita tasmallisesti, ettd lukujoria,) suppenee ja maarita sen raja-arvo.

. 1
VASTAUS: lima, = b a.

26.

Maarita raja-arvot
N+l —(n-1)!
- = |
n+2 2) DM -

o) fm1=2F3= =2 i (Vre+n—n).

n—oo n2 + 1 n—oo

<1+2+--~+n n)

VAsTAUs: @) —3; b)1; c)-1; d)i.

27.
Maarita raja-arvo lim. fn(X) = f(x) kaikilla arvoillax € R, kun

Xn
f =—.
n(X) T
Piirra funktioidenf,, kuvaajia indeksim eri arvoilla. Piirrd myds funktiorf kuvaaja.

VASTAUS:

Maarita raja-arvo lim_. fn(X) = f(x) kaikilla arvoillax € R, kun

Xn

Piirra funktioidenf, kuvaajia indeksim eri arvoilla. Piirra myds funktiorf kuvaaja.

VASTAUS:
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29.

Osoita, ettd lukujondby),
1 n
bn - (l— n) 5
on kasvava ja ylhaalta rajoitettu. Kéayta Bernoulli'n epayhtéléa. Mika on jonon raja-arvo?

VASTAUS:

30.

Olkoon lima, = a. Osoita:
atat---+an

n

lim a.

VASTAUS:

31.

Olkoot (a,) ja (bn) kaksi lukujonoa, joille patee lifa,€") = e ja lim(byn~1%) = 11 M&&rita lim(a,by), mikéli se
on olemassa.

VAsTAUS: lim(ab,) = 0.

32.

Lukujono (a,) maaritelldan asettamalla

1423,

a]_:l, an_;,_l—m,n:l,z,S’....

Osoita induktiolla, etté jono on ylh&alta rajoitettu ja kasvava. Paattele tasta, etta jonon raja-arvo on olemassa ja
laske se.

VASTAUS:

33.

Lukujono méaritellaén rekursiivisesti ehdoila = 0, ap.1 = %an + 1. Osoita, etté jono on kasvava ja ylhaalta
rajoitettu. Maarita sen raja-arvo.

VASTAUS: ap = 2— 227" lima, = 2.

34.

Lukujono méaaritelldan rekursiivisesti ehdoilla

=1, =—.
1 any1 1ta,
Osoita, ettd jono on véheneva ja alhaalta rajoitettu. M&arita sen raja-arvo.

VASTAUS: a, = 1/n, lima, = 0.

35.

Lukujono méaaritellaan rekursiivisesti ehdoilla

an+5.

a; =0, i1 = >
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Osoita tasmallisesti, etta jono suppenee ja maarita sen raja-arvo.

VASTAUS:

36.

Osoita seuraavat jonot monotonisiksi ja rajoitetuiksi seka maarita niiden raja-arvot:
aQar=v2 an1=+2+a,  b)ar=V2 ayn1=1/2a,

VASTAUS: a) lima, =2; b) lima, = 2.

37.

Olkoona; € ]0,1/2] ja an+1 = Sinan (n > 1). Osoita jono vahenevéksi ja alhaalta rajoitetuksi sekd méaéarité sen
raja-arvo.

VASTAUS: lima, = 0.

38.

Tutki numeerisesti raja-arvoa
lim (1+1/n)"

n—oo

sijoittamalla luvullen yh& suurempia arvoja.

VASTAUS:

39.

Tutki numeerisesti raja-arvoja

1\" 1\" 1\V"
B m(1-3). (). o m(1e3)"

Mitk& ovat raja-arvojen tarkat arvot? Miten tulokset voi perustella?

VASTAUS:

2.3. Cauchyn suppenemiskriteeri

40.

Tutki seuraavien lukujonojen kayttaytymista:

. —1)"
a)an:cos%TJr(—l)”, b)an:s|n%T+( n) )

Onko jonoilla raja-arvoa? Enta kasautumispisteitad? Mitd mahdettaisiin tarkoittaa kasitéedia-arvoja alaraja-
arvo (limes superiofa limes inferio)?

VASTAUS:

41.

Osoita, ettd lukujon@, = 1/n (n € N) toteuttaa Cauchyn suppenemisehdon, ts. maaritd annettuadukiua
vastaava indeksirajd.
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VASTAUS:

42.

Lukujonolla(an) olkoon ominaisuudet
Di#] = a#a, 2)dlima,=a<R.

Todista, ettéa on lukujoukon{a, | n € N} C R kasautumispiste. Voiko joukolla olla muita kasautumispisteitéd? Jos
ominaisuudesta 1) luovutaan, pitaako vaite paikkansa?

VASTAUS:

2.4. Reaalilukujen konstruoinnista
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