4. Alkeisfunktiot

4 .1. Potenssifunktio

4.2. Polynomit ja rationaalifunktiot

102.

Todista, etta jokaisella parittoman asteen reaalikertoimisella polynomilla on ainakin yksi reaalinen nollakohta.

VASTAUS:

103.

Olkoon p(x) = ax"+ - - - +ai1X+ ag reaalikertoiminen polynomi. Todista, ettd polynomilla on ainakin yksi reaali-
nen nollakohta, joshag < O.

VASTAUS:

104.

Todista, etta jos kaksi polynomia, joiden asteluku<om, saavat samat arveteri pisteessa, niin polynimt ovat
samat.

VASTAUS:

105.

Todista, ettd jos astettaolevalla polynomillap(x) = Z?:Oajxj on kohdissag kertalukuam olevat nollakohdat
(i=12...,k) jam+m+---+m=n, niin voidaan kirjoittaa

P(X) = an(X—x1)™ ... (Xx—X)™.

VASTAUS:

106.

Olkoot p ja g polynomeja, deg = n, degg = m, n > m. Osoita, ettd on olemassa polynorhifa r siten, etta
degr < degq ja p = gh+r. Osoita, ettd ndma ehdot maaraavat yksikasitteisesti polymgmnit

VASTAUS:

107.

Polynominp asteluku or< 2 ja kaikillax € R pateep(x)| < a|x|3, misséa on vakio. Osoita, ettf@i(x) = 0.

VASTAUS:

108.

Etsi sen polynomin kertoimet, jonka juurina ovat luvu2.l .., 20.

VASTAUS:

Piirra kayrat
X2 —2x+3 |8x2 — 8|
) ) C)y: a
Xc+2x—3 x*+8

X
a)y:m7 b)y
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ja maarita niiden asymptootit.
VASTAUS:

110.

Mink&a kahden muuttujan polynomiyhtéalon ratkaisuna saadaan seuraava algebrallinen funktio:

a)ﬁ+\1&, b) \/1— vX+ /14 vX?

VASTAUS:

4.3. Eksponentti- ja logaritmifunktio

111.

M&drit4 raja-arvo lim_« x/(Inx)P (p € N) pitamalla tunnettuna raja-arvoa lim € /tP = oo,
VASTAUS:

112.

M&arita raja-arvo lim_o. x(Inx)P (p € N) pitamalla tunnettuna raja-arvoa fim. € /tP = « ja sijoittamalla tdhan
t=—Inx.

VASTAUS:

113.

Mé&arita raja-arvot
. . X
a) lim x*, b) lim x*.
X—0+ x—0+

Piirra funktioiden kuvaajat origon oikealla puolella.
VASTAUS: a) 1; b)O.

114.

Maarita raja-arvo

y
. X
lim (1+> .
y—o y
VASTAUS: €*.
Maarita raja-arvo
.oak—
lim
x—0 X

VASTAUS: Ina.

116.

Olkoota ja b positiivilukuja. Maarita raja-arvo

(b+1)njn|
. an—1\ bpnl-n
lim .
n——oo an
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VASTAUS: el/2,

117.

M&érita ne muuttujam arvot, joilla kayrary = In(1+€*) ja sen asymptootin ordinaattojen erotusom(1+e~3).

VASTAUS: X > 3, jolloin asymptoottina oy = x; x < —3, jolloin asymptoottina o = 0.

118.

Tutki, millainen xy-tason joukko of (x,y) | log,y = log, x }. Piirra kuvio.
VASTAUS:

1109.

Osoita: a) logb-log,a=1, b)log,a-log.b=log.a.
VASTAUS:

120.

Olkoona > 1. Todista:3(l0g, X+ log,y) < log, [3(x+Y)].
VASTAUS:

121.

Vuotuinen korkoprosentti on 5 ja korko lisataan paaomaan a) jatkuvan koronkoron mukaisesti, b) puolivuosittain.
Mika on eri tavoin saatujen padomien suhde yhden vuoden kuluttua?

VASTAUS: exp(4) : (1+ 4)? ~ 1.0006.

122.

Pankkilainan vuotuinen korko on 12 % ja korko maksetaan kerran vuodessa. Laman syvetessa pankki joutuu nos-
tamaan korkoa. Poliittisista syistd korkoprosenttia ei voida nostaa, vaan siirrytdan jarjestelmaan, jossa kertynyt
korko kuukausittain liitetdan lainapadomaan, minka jalkeen myos se alkaa kasvaa korkoa. Kuinka monta prosent-
tia vuosittain kertyva korko talldin kasvaa? Selvita rajaprosessilla, kuinka suureen vuotuisen koron kasvuun on
mahdollista paasta, jos kertyva korko alkaa kasvaa korkoa heti syntyessaan.

VASTAUS:

123.

Radioaktiivisen aineen hajoamisessa ainemaara noudattaa eksponentiaalista vahenemislakia

—at

m(t) = moe™ ",

missét on aika vuosissay aineelle ominainen vakio jay alkuperéinen ainemaara. Maarita puoliintumisaika, so.
aika, jossa aineméaara vahenee puoleenoks0.02.

VASTAUS: 50In 2~ 34.66 vuotta.

4.4. Trigonometriset funktiot

124.

Tutki, onko yhtal6lla sificosx) = cogsinx) ratkaisuja. Piirré sopivat kuvaajat ja selvitd asia myds paattelemalla.
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VASTAUS: Ei ole.

125.

Maarita seuraavat raja-arvot:

a) lim 1= SO b) lim SN ¢) lim xsin""
x—0 X2 x—0tan 5’ X—00 X’
. V2+tanX—+/2—tan . 2x2 inyx—

d) lim v2itank-—y2-ta 3(, e) |m7tan(_ ) , lim S - a .
x0 X x—0 X3 4 sin(3x2) x—a /X2 — a2 + sin(x— a)

VASTAUS: @) 1/2; b)3/5; c)m d)3/v2; e)23; f)1/v/2a,josa#0;w,josa=0.

4.5. Trigonometrian kaavoja

126.

Laadi taulukko, jossa funktiot skj cosx, tanx ja cotx ovat lausutut toistensa avulla.

VASTAUS:

127.

Olkoon sim = 7/25 ja cof3 = —5/12. Laske lausekkeen gm— (3) mahdolliset arvot.
VAsTAus: Nelja eri arvoa=+323/325 +253/325.

128.

Osoita, ettd kolmion kulmat toteuttavat yhtalt

. : . a
a) sina + sinf -+ siny = 400&2 cosg cos%l,

b) tana + tanf + tany = tana tanftany,
c) cofa +cos B+ cosy = 1— cosa cosPcosy.

VASTAUS:

129.

Ratkaise seuraavat trigonometriset yhtalét:

a) sinX = cosk, b) tan X = 3tanx, C) COSX = SinX+ COsX,
d) 4sirfx=tanx,  €)|sinx+ |sinx|| = cosx+ | cosx|.

VASTAUS: @) X = {5 +nT tai x = M4 nZ, by x=nmtaix=+T+nm ) x= 3"+ nmtai x = n2m tai
X= —5 4 N2, d)x:nntaix:lﬂz+nntaix:%+nm e)x:§+n2ntain+n2n§x§37“+n2rr, nez.

130.

Ratkaise seuraavat trigonometriset epayhtalot:

a) sinlx| < |sinx|, b) |sin2x| > |sin 3], C) sin4 > cotx— tanx.
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VASTAUS: @) —21— k21 < x < —Ti—k2mtai i+ k2r< x < 2+ k2, k=0,1,2,...; b)x=nmtai  +nm<x<
Tinntai F+nn<x< F+nmneZ; c)f+nf<x<T+nineZ

131.

Ratkaise yhtaloparit

1
) cosXcos 3/ = > { sinxcosy = 1+ sinycosx
a ;

3X—2y:g tan(x+y) = V3

vastaus: a)x=nj,y=—F+nJtaix=F+nf, y=nY; b)x=3Z+kJ, y=—5+ki+n2m kneZ

132.

Missé xy-tason osissa on voimassa®iny) + cosx > 0 ?

VASTAUS: Suoraty = T 4 n2mjay = 2x+ 5 + n2rjakavat xy-tason sunnikkaisiin; epéyhtéld on voimassa kaikkien
suoriax = n2m peittéavien suunnikkaiden sisaosissa.

133.

Maarita raja-arvo
H 119
sin(x—3)

x—T1—2cosx

VASTAUS: 1/+/3.

134.

Olkoon f(x) = sir?x-+ x. Maarité jokin lukud > O siten, etta
X1 —x| <d = |f(x1) — f(X)| < i
100
Miten tehtava liitty funktionf jatkuvuuteen?
VASTAUS: Esimerkiksid = 1/200.

4.6. Harmoninen varahtely

135.

Saata kahden sinivarahtelyn summa a) g 3in5, b) sin 1&+ sin % muotoonAcosaxsinfx, mika voidaan
tulkita muuttuva-amplitudiseksi sinivarahtelyksi amplitudiheosox. Piirré varahtelyn kuvaaja seké samaan ku-
vioon amplitudikdyran kuvaaja.

VASTAUS: a) 2coxsin4dx;  b) 2cogx/2)sin(19x/2).

136.

Piirra funktiony = sin 10x+ sin % kuvaaja. Piirra myos funktiop = 2 cos} kuvaaja samaan kuvioon. Miten em.
funktiot suhtautuvat toisiinsa? Laske yhteys trigopnometrisesti.

VASTAUS:

m-Treeni versio 2.0, 4.9.2000; TKK, matematiikan laitos



137.

Kaksi eritaajuista, mutta sama-amplitudista sinivarahtelyé yhdistet&ar: sin1a + sin(9t + 11/2). Saata varah-
tely muotoony(t) = Acogwit + §1) sin(wpt + ¢2). Piirré varéhtelyn kuvaaja. Mika tulkinta voidaan antaa yhdis-
tetyn varahtelyn tekijallcogwst + $1)?

VASTAUS:

138.

Osoita, ettdy = si x— % esittda harmonista varahtelya. Maarita amplitudi, frekvenssi ja vaihe.

VAsTAUS: y = 3sin(2x—0),A=3,f=1 ¢=-1.

139.

Vaihtovirran kolmen eri vaiheen jannitteet ovat sama-amplitudisia ja samataajuisia sinivarahtelyja, joiden vaihe-ero

on 2rt/3:

. . 21 41t
Vi(t) = Vosin(wt +¢i), i=1,2,3; ¢2:¢1+§, ¢3:¢1+§.

Mik& on jannitteiden summa?

VASTAUS: 0.

140.

Maarita harmonisen vérahtelyn
y = sinex -+ 2sin(wx+ &%) + 3sin(wx+ 4)

amplitudi ja vaihekulma. Piirrd komponenttivaréhtelyjen ja summan kuvaajat.
VASTAUS: y = v/3sin(ex + 711/6).

141.

Ma&arita varahtelyty = Asinwx+ Asin(wx+ ¢) amplitudi, kun vaihe-eroon #=1/2, b)p=1 )¢ =21
VASTAUS: a)V2A; b)0; c)2A

142.

Mik& on varahtelyn sin®+ sin 7x amplitudikayran jakso? Montako varahdystd mahtuu jaksolle? Mik& on varah-
telyn jakso? Piirra kuvio.

VASTAUS:

4.7. Trigonometristen funktioiden k&anteisfunktiot

143.

Laske tarkat arvot lausekkeille

a) sir(mco$—g)), b) cos{msir(—g)), ¢) sin(arctar{—v/3)), d) sinarccot—v/3)).

VASTAUS: @) 4/5; b)4/5; c)—v/3/2; d)1/2.
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144.

Laske tarkat arvot lausekkeille

: 2 3 1 2
a) sin(arctan2-arctan 3, b) cos{mcotg + mta%), C) tar(mswE — mco%).

VASTAUS: @) —1/(5v/2); b) —1/(29v2); c)1(9v/3-8V5).

145.

Mit& arvoja lauseke arccésos 131/4) voi saada?

VASTAUS: £31/4+n2m, n € Z.

146.

Ratkaise yhtalot @rctark = /4 —arctan3, bRrfccos = arctan L+ arccog—3/4).

VASTAUS: a)x= —1/2; b) ei ratkaisua.

147.

Piirra kayraarctarx+ arctary = 1/4.

X
VASTAUS: y = 1ox x> —1.

148.

Maaritd harmonisten varahtelyjen

, . i 3
a)y = sinx+sin(x— arctarE),
b)y= \/Esirl(waraTctar%) +2V/2sin(ox + %n) +V/3sin(wx—)

amplitudi ja vaihekulma. Piirré kuvaajat.

VASTAUS: @)y = % sin(x—arctang);  b)y = 2v/3sin(cx+ %Y).

149.

Lisaamalla harmoniseen varédhtelyyin= 2 sin(wx + arctan 2/2) sopivasti valittu harmoninen varéhtefy, jonka
kulmataajuus on myé®, saadaan summaksi varahtgly 6 sincx. Mika on varahtelyry, amplitudi?

VASTAUS: 4v/2.

150.

Sievennd seuraavat lausekkeet ja piirrd kuvaajat:

2
a)y = arctarftanx), b)y:mtanﬁ,
X
C)y = arctan——, d) y = sin(2arctarx),
e)y= — arctarx+ arctan: f) —2mtan<+msini
y=y= Trx y= 1e
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VASTAUS: @)y =Xx—nT, kun—J +n< x< J+nmneZ;, b)y=T+2arctark, kunx < —1;y = 2arctarx,
3n
1+ X2 )y

kun-1<x< 1;y= —m+2arctarx, kunx>1; c)y=arcsirx,xe|—1,1; d)y 7
kunx<—1;y:g,kunx>—1; f)y=—m kunx < —1;y=4arctarx, kun—1 <x< 1;y=r kunx > 1.

151.

Tutki graafisesti kaavan
2arcsinx = arcco$l — 2x?)

voimassaoloa. Milla muuttujan arvoilla funktiot ovat maariteltyja?

VASTAUS:

152.

Tutki kaavan
2arcsinx = arccogl — 2x?)

voimassaoloa kayttaen sijoitusta= sint, —5 <t <

[N

VASTAUS:

153.

Tutki kaavan

X
arctarx-+ arctary = mtan%/ . Xy#1,

voimassaoloa. Siirré kaavassa kaikki termit samalle puolen yhtéldisyysmerkkia ja piirré vastaaza-piiitay).

VASTAUS: Kaava on voimassa, jog/ < 1; muutoin ei.

4.8. Hyperboliset funktiot
154.

Osoita, ettd hyperbolisille funktioille patee kaava
(costx+ sinhx)" = coshnx+ sinhnx.

Millainen luku voin olla?

VASTAUS: h€ R.

155.

Osoita, etta yhtalolla cogxoshx+ 1 = 0 on darettdman monta reaalijuurta.

VASTAUS:

4.9. Hyperbolisia kaavoja

156.

Johda kaavat, joissa sify2) ja cost{x/2) lausutaan funktion coshavulla.
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VASTAUS:

157.

Johda hyperbolisille funktioille kaavat

sinhx+sinhy = ..., sinhx —sinhy = ... .|
coshx+coshy=..., coshx—coshy=...
samalla tavoin kuin vastaavat kaavat johdetaan trigonometrisille funktioille. Onko kaavoissa merkkieroja?

VASTAUS:

4.10. Hyperbolisten funktioiden k&anteisfunktiot

158.

Laske logaritmin avulla tarkka arvo lausekkeglieosh,/2.
VASTAUS: In(1+v/2).

159.

Laske tarkat arvot funktioille costja tanhx, kunx = arsinh‘g‘.
VASTAUS: 5/3, 4/5.

160.

Osoita, etté
arcosh = In(x4 /2 — 1) = £In(x+v/x2 - 1).

Mill& arvoilla x € R kaava on pateva?

VASTAUS:

161.

Milla arvoilla funktio f(x) = arcoskicoth(Inx)) on mééritelty? Sievenné funktion lauseke ja piirré sen kuvaaja.

VASTAUS:

162.

Lausu funktiof (x) = arsinhy/x2 — 1 logaritmifunktion avulla. Milla muuttujan reaaliarvoilla funktio on méaaritel-
ty? Miten funktio suhtautuu funktiooarcosh? Piirra funktion kuvaaja.

VASTAUS: Madritelty, jos|x| > 1;  f(x) =In(vXx2—1+|x|) = arcoshXx|.

163.

. . X
Sievenna lausekkeet a) ta@incostx), b) artanh\/ﬁ.

VX2 —
VASTAUS: a) XX 1; b) arsintx.
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