6. Derivaatta

6.1. Derivaatta ja differentiaali

172.

Olkoon f(x) = x*. Etsi derivaatan maaritelman avuliq—3).
VasTaus: f/(—3) = —108.

173.

Muodosta funktionf (x) = 1/x derivaatta suoraan maaritelmén mukaan, so. tarkastelemalla erotusosamaaran raja-
arvoa.

VASTAUS:

174.

Todista: Jod on derivoituva kohdassaja c on vakio, niincf on derivoituva kohdassaja %(cf) =C

df
dx’
VASTAUS:

175.

Todista:%(xn =nx¥"1kaikilaxe R,ne N.

VASTAUS:

176.

Osoita esimerkilla, ettd + g voi olla kaikkialla derivoituva, vaikka funktioillaf ja g ei ole milladn muuttujan
arvolla derivaattaa.

VASTAUS:

177.

Funktio f on maaritelty valilld — 1,1] ja derivaattaf’ on olemassa pisteess& 0 (mutta ei valttdmatta muualla).
Maarita tarkasti perustellen

@) —f(—x?

lim %

x—0 X

VasTAus: 2f/(0).

178.

Funktio f toteuttakoon eradssa origon ymparistossa epayhtiiéa| < x2. Todista, ettaf’(0) on olemassa ja
maarita sen arvo.

VASTAUS: Erotusosamadralle saadaan seuradyagh) — f(0))/h| = |f(h)/h| < |h|, mista seurad’(0) = 0.
179.
Olkoon f (x) = x3. M&arita sugs, kun

Af 1
S_{6>O|Ax|<6:> ‘Ax—f(a)'<100}
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jaa)a=0, b)a=1, c)a=3.Mitentehtava liittyy derivaatan maaritelmaan?
VASTAUS: @) &;  b) 5(v/226—15) ~ 0.00333;  ¢)3;(1/901— 30) ~ 0.00167.

180.

Olkoon f(0) = 0 ja f/(0) = 2. Todista, ettd on olemas8a> 0 siten, ettad &< x| <0 = 1< f(X)/x< 3.
VASTAUS:

181.

Oletetaan, ettd’(a) on olemassa. Maarité seuraavat raja-arvot:

a) lim f(a+h?) — f(a—h)7 b) lim xf(a) —af(x)
h—0 h x—a X—a

VAsTAUS: a) f/(a), b) f(a) —af'(a).

182.

Olkoon f”(a) olemassa. Maarita
i _ £/
!irrg)f (a+at) t f'(a+ Bt).

VAsTAUS: (a —B)f”(a).

183.

Muodosta funktionf (x) = 1/x? differentiaali ja korjaustermi pisteessé 2. Totea, etté korjausterminfunktiolla
on vaadittu raja-arvo-ominaisuus.

VASTAUS:

184.

Muodosta funktionf lisdysAf = f(x+h) — f(x), vastaava differentiaati f(x, h) ja korjaustermhe(x, h), kun

2x 1
e 0=

Tarkista, onke-funktiolla derivoituvuudessa vaadittu raja-arvo-ominaisuus.

a)f(x)=x>, b f(x)=3¢-5x+2, c¢)f(x)=

VAsTAUS: a)d f(x,h) = 3x?h, g(x,h) = 3xh+h?  b)df(x,h) = (6x—5)h, g(x,h) =3h; c)df(x,h) = 1on

C 54x2’
10h 2h _ 3xht2n?

S = ey DN = e B = R

185.

Laske differentiaalin avulla likiarvo luvulle ay217, b)/727, ¢)/730, d)/0.039. M&érita oikaisun itseisarvolle

likimaarainen ylaraja. Saadaanko yla- vai alalikiarvo?
VASTAUS: @) 15— 1& ~ 14.733,55 < 51073, ylalikiarvo; b) 9— 55 ~8.99177,% < 2-1073, ylalikiarvo; c) 3+

Tiss ~ 3.0006859 . 2; < 81077, ylalikiarvo; d) 02— 3 -0.001= 0,19750,13%(0.001)? < 4- 10"®, ylalikiarvo.

186.

Olkoon
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Laske differentiaalin avulla likiarvo luvullé(7.005). Montako oikeaa desimaalia on vastauksessa?

VASTAUS: 4.7046500, 6 oikeaa desimaalia.

187.

Laske likiarvo luvulley/90 valitsemalla a)x = 81 jaAx = 9, b) x = 100 jaAx = —10. Vertaa tulosta oikeaan

4-desimaaliseen likiarvoon4868.

VASTAUS: a) 95, b) 95.

188.

Osoita differentiaalikehitelmaa kayttaen, etta funkiti®) = 3+ ¥/(x— 2)2 ei ole differentioituva kohdasse= 2.

VASTAUS:

6.2. Derivoimissaantoja

189.

Derivoi seuraavat funktiot:

a) (C+2x+1)(x%—2x+1),

) S

VASTAUS: a) 4X(x%2 — 1),

(1+x2)4(x2+2x—1)
(1+x)8

b) 2(4x+1)(x% — 2)2,

=

190.

Olkoon

f(x) =

Maaritéa derivaatari’ (x) nollakohdat.

VASTAUS: X1 =0, Xp = — 5, josa# 0, b #0;

f'(x) =0, josa=hb=0.

191.
Maarita f (" (x), kun f(x) on

a) f(x)= % b)

n! n o 2(nh)
e

=

VASTAUS: a)

2

2,02 53 X
b) (4x+1)“(xc—2)°, c) T
x+x1 f) 14+x2\°
X—x"1’ 1+x /) °
X(2—X) d) X2 —2cx+c(a+b) —ab & —4x
(1—x+x2)2’ (x—c)? (k-1
(a®+x%)3
(b—3)?"

x1 = 0, josa= 0, b # 0; ei nollakohtia, josa# 0, b =0;

1-x a
T 9 T e
pac’(n+1)!
Y (b+cx)n+2’
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192.

Polynomillap(x) = x3 + ax? + bx+ ¢ on nollakohta, joka on my6s sen derivaattof@ra p” nollakohta. Osoita,
ettdp on erdén polynomin kuutio.

VASTAUS: p(X) = (x+ 3)3.

193.

Osoita, etté jogx— c)? on polynominp(x) tekij, niin p'(c) = 0. Etsi sellaiset luvua, etta polynomillax® + 8x2 —
44x+ a on kaksinkertainen nollakohta.

VASTAUS: a =48 taia= —9680/27.

194.

Funktionx® 4 ax? + bx+ ¢ derivaatta haviaa, kur= —1 ja funktion kuvaaja on symmetrinen origon suhteen.
Mé&éritaa, b ja c.

VAsSTAUS: a=0, b=-3, ¢c=0.

195.

Olkoot f ja g kolmesti derivoituvia jav(x) = f(x)g(x). Laskew” (x) jaw" (x).

vasTaus: wW'(x) = f7(x)g(x) + 2f'(x)g' (x) + f(x)g"(x), w”(x) = f”(x)g(x) + 3f"(x)d/ (x) + 3f'(x)g"(x) +
fFO9g" ().

196.

Piirré funktiony = f(x) kuvaaja, etsi kdanteiskuvaukser- g(y) lauseke ja piirrd kuvaaja seuraavien funktioiden
tapauksissa; laske myds(xo) ja g'(yo) annetuissa pisteissa. Miten derivaattojen arvot sopivat yhteen kaanteis-
funktion derivaattaa koskevan lauseen kanssa?

1 1 3
a) f(X)—l—SX,XO_Z, yo__55 b) f(x)—mﬂ(o—g»)’O—éa
1-x 5 3X+5
C) f(X)—m7X0——4, YO—_§7 d) f(X)—ﬁ,XO—S, YO—29

. 1— 7y+5
VAsTAUS: @) 2(1-y), =3, =%, b) l—%, 2,4, ¢) 1o -2, -3, d)%, —26, — .

197.

Derivoi seuraavat funktiot:

a) xv1-—x2 b) \/x\/m, C) \/X+/Xx+vX  d) /(22 -x3)3,

X 1+ X a+bx

) me " ik 9 Vabx
VASTAUS: a)lizxz, b) Ix1/8, ©) Ay/XF XX+ 20X+ 1 | %#3)(3'
Vi N N N S

a? 1 ab

@ Va9 Vet

e)
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198.

M&arita funktiony = x2 — 4x — 3 kaanteiskuvauksen ylemman haaran derivaatta aryet& a) kaanteisfunktion
derivoimissaannon avulla, b) maarittdmalla kaanteiskuvauksen lauseke.

VASTAUS: .

199.

Piirra funktiony(x) = x* — 2x? — 1 kuvaaja. Milla reaaliakselin alueilla funktiolla on kaanteisfunkdig)? Piirra
kaanteisfunktioiden kuvaajat ja etsi niiden lausekkeet. Laske deriv@é®atia X' (62). Miten ndma suhtautuvat
toisiinsa? Miksi?

VASTAUS: X1(Y) = =/ 14+V2+Y, y> =2, X(y)=—v1—-v2+y, —2<y< -1,

X3(Y) =V1-v2+y, —2<y<-1; x(y)=V1+V2+y, y>-2;
Y (3) = 96, X,(62) = 1/96.

200.

Olkoons = s(t) derivoituva funktio siten, ettéi= f(s). Lausus (t) muuttujans avulla, kun a)f (s) = 3—2s+s°,
b) f(s) = 5.

_ (s=F+8%)?
VASTAUS: a) 32 3 b) 1 25139

201.

Olkoon f’(x) = f(x) kaikilla x € R. Todista, etta jog(y) on funktion f kéanteisfunktio, niirg'(y) = )—1/ Ala kayta
hyvaksi tietoa, ettd itse asiassa on muotddx) = Ce*, C vakio.

VAsTAUS: g'(y) = 1/f'(g(y)) = 1/f(g(y)) = 1/y.

202.

Funktio f olkoon funktiong k&&nteisfunktio, jolloinf(x) =y <= g(y) = x. Olkoong kahdesti derivoituva ja
g(y) # 0. Osoita:

g'(y)

f(x) = — .

RTOE

Johda vastaava kaava derivaatdll§x) olettaen, ett&@y on kolmesti derivoituva.
Vastaus: f"(x) = [~g'(y)g" (y) + 39" (v)?]/9 (v)°.

203.

Olkoony = y(x) kahdesti derivoituva funktio siten, ettd @+ y°> = 1, b) y? — 2xy+b? = 0, ¢) x* + y* = x?y?,
d) x*y* = x* +y*. Lausuy’(x) muuttujanx ja funktiony avulla.

VASTAUS: @) —2xy°, b)b?(x—y)~3, c) laskulla ei ole sisalto4, silla valttamattaoey =0, d) 5°x6.

6.3. Alkeisfunktioiden derivaatat

204.

Johda funktiorarctan derivaatan lauseke lahtemalla tangentin derivaatasta.

VASTAUS:
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205.

Johda funktioiden arsintja arcoshx derivaatat kaénteisfunktion derivoimissaéntoa kayttaen.
VASTAUS:

206.

Derivoi funktiot

a)eV*,  b)/X(e+1).

VX
VASTAUS: a) e—; b) W
2/x 2\/x(e&<+1)

207.

Hermiten polynomitmaaritelladn seuraavasti:

_\2
eX

axr
LaskeHo(x), H1(x), H2(x) ja Hz(x). Osoita, etté nailla on ominaisuudet

a) Hn+1(X) + 2XHn(X) 4+ 2nHn—1(Xx) = 0, b) Hn(X) = Hy\_1(X) — 2xHn_1(X).

o

Hn(x) = € n=0,1,2,....

VASTAUS:

208.

Osoita, etta funktio

—e*%wsin E—O(—zt
y= m 4n¥?

d?y dy

toteuttaa differentiaaliyhtalén

VASTAUS:

209.

Derivoi seuraavat funktiot:

a) In,/g, b) In(Inx), c) In(x++v/1+x2).

1 0 1
xInx’ N

a
VASTAUS: a) Z 2 b)

210.

Olkoonz(x) = Iny(x), misséy(x) on yhtalonx = & +y maarittelema funktio. Lask&(e+ 1).
VAsSTAUS: 1/(e+1).

211.

Olkoot f ja g kaksi kahdesti derivoituvaa funktiota, jotka toteuttavat identiteetin

af(x)g(x) +bf(x)+cg(x)+d =0,
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misséa, b, ¢ ja d ovat vakioita. Olkoot liséksf, sen derivaattd’ ja vakiota ja ¢ positiivisia. Osoita, etta jos vakiot
tayttavat sopivan ehdon, niin

f'(x)
g
missék on vakio. Mik& on ehto ja mik&a on vakk?
VasTaus: Ehtoad—bc > 0,k = 2a/+/ad—bc.

DIn =ky/ ' (X)d (x),

212.

Derivoi funktiot

aa*  p)a®™  c)loga  d) log(logs(Inx)).
LT A S NLLL P S L .
VasTAUS: @) 7@ B 5ogx® 0 O iz @ maxinx in(ng

213.

Derivoi funktiot
a)X,  b)x¥X oxX™ dx, e (), f)ad

VASTAUS: @) X(Inx+1);  b)x¥*2(1—Inx); ¢) 2™ Linx;  d) XX [1/x+Inx+ (Inx)?;  e)x* 1+
2Inx); ) ax@L(xIna+a).

214.

Piirra kayraxY = y*. Laskey’ implisiittisella derivoinnilla.

y? —xylny

VASTAUS. Y = :
y X2 — xylnx

215.

Derivoi seuraavat funktiot:

a) cod (;)7 b) m, c) coty/1+x2,  d) cod 11\\/;

€0Sy/1/x 2x

na :
VASTAUS: a)ﬁcoé‘*l(‘;‘)smg; b) — ; C)—

sy BYAT RS R)

d) 1‘”‘).

! in( 2
ﬁ(1+\ﬁ<)25m< 11 VX

216.

Derivoi funktio cosxe®™.

VASTAUS: €™ (cog X — sinx).

217.

Derivoi funktiot

a) Incos\/z, b) x[sin(Inx) + cogInXx).
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VASTAUS: a) tagxi V\}X/X; b) 2coginx).

218.

Madrita funktion
27 64
f(X)=—+—
sinx  cosx
arvo sellaisissa valit0, 11/2] pisteissa, miss&'(x) = 0.

VASTAUS: 125.

219.

Milla muuttujan arvoilla funktio

X(1—x)

0, kunx=0,x=1

x2cos—1—. kunx#0, x#1
f(X){ b #7 #7

on derivoituva?

VASTAUS: X # 1.

220.

Lausu implisiittisen derivoinnin avullg (x) muuttujienx ja y funktiona, kun a)y +x = sinycosx, b) yx=
siny+ cosx.

sinxsiny+1
cosxcosy—1’

sinx+y
cosy— X’

VASTAUS: a)

b)

221.

Yhtalo y = sin(x+ ay), missda # —1, maarittelee funktiory = y(x) sen pisteen ympéristdssa, missa yhtalon
kuvaaja leikkaa positiivisen x-akselin lahinna origoa. Maarita funktion derivaatta tassa pisteessa. Piirra kuvaaja.

VAsTAus: —1/(a+1).

222.

Derivoi funktio
7 .2
f(x) = 2arctarx +arcsin—-_.
14X
Mill& muuttujan arvoilla derivaatta o 0? Piirré funktion kuvaaja.

VASTAUS:
223.
Derivoi funktiot

1 ) b+ acosx
a) arccos- b) arcsiny/1— x4 C) arccos———
) x’ ) ’ ) a-+bcosx’

d) X -+ arccos, e) \/1afb arctan<\/g tanx> , f) (®—2) a*rcsin)—z( + )—2( 42,
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VASTAUS: a) . b) — 2, o) Va2 — b2 sgn(sinx)
v -1 1-x4 la+bcosx|
IS S L. 1 oxaresind
(1-x)V1-x’ acox+ bsir?x’ 2

224.

Maaritellaan funktiof : R — R asettamalld (x) = x? sin)—l(, kunx =0, jaf(0) =limy_ f(x). Onko funktio jatkuva?
Laske funktion derivaatta origossa. Osoita, etta derivaattafurikgoole jatkuva origossa.

VASTAUS:

225.

Osoita, etta funktio T ox
Y(X) = C1 sinx+ Cy cosx+ cosxIn ’tan(Zl — é) )

toteuttaa differentiaaliyhtaloyl’ +y = tanx. Luvut C; ja C; ovat vakioita.

VASTAUS:

226.

Derivoi funktiot
a) In(coshx), b) arctarftanhx), c) tanHInx).

1 4x

VASTAUS: @) tanhx;  b) osh c) 1)

227.

Derivoi funktiot

. 1
a) arsinke®, b) ércosr?, c)2 artanl(utan)—z(), d) arcothy/ 1+ x*.

VASTAUSZa)L; b) — . c) . d)—L.
ex+1 Xv/1—x2 COSX XV 14 x4

6.4. Derivaatan ominaisuuksia

228.

Osoita derivoimalla, etta funktioiden
bx—9 . 2(x+15)

a I
X+3 J X+3

erotus on vakio. Mika on vakion arvo?

VASTAUS: Yhteinen derivaatta 24+ 3) 2, vakio= 7.

229.

Olkoon f derivoituva valillal. Osoita, etta derivaataii kahden peréakkaisen nollakohdan valissa voi olla korkein-
taan yksi funktionf nollakohta.

VASTAUS:
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230.

Olkoon p polynomi, jonka nollakohdat ovat reaaliset. Todista, etta derivaattapolyngmioilakohdat ovat myds
reaaliset.

VASTAUS:

231.

Maarita valiarvolauseessa esiinty§&unktiolle a) /x vlilla [36,49;  b) Ax? + Bx+C valilla [a, b].

VASTAUS: @)€ = 229 )& = L(a+D).

232.

Méaarita valiarvolauseessa esiinty§&unktiolle

Ax+B
Cx+D’

valilla [a, b}, joka ei sisélla epédjatkuvuuskohtaa- f%. OletetaarAD —BC # 0, C #£ 0.

VAsTAUs: JosC >0, b< —D/CtaiC < 0, a> —D/C, niin§ = [-D—/(Ca+D)(Cb+D)]; josC>0, a>
—-D/CtaiC <0, b< —D/C, niin& = ([-D+ /(Ca+D)(Cb+D)].

233.

Kayrany = x* pisteiden(—1,1) ja (t,t*) kautta asetetaan suora. Véliarvolauseen mukaan on kayralld ity
jossa tangentti on mainitun suoran suuntainen. Téssé(t). Maaritac(t) jac'(t), kun a)t =0, b)t = 1.

VASTAUS: a)¢(0) = —%, cd(0)= 37\1/2; b)c(1) =0, (1) = .

234.

Funktio f olkoon jatkuva vélill&[a, b] ja derivoituva arvollaxg €]a, b[. Nayta, ettéd on olemassa lukli > O siten,
etta
X€ [a,b] = |f(X)— f(X0)] < M|Xx—Xg|.

VASTAUS:

235.

Olkoon f jatkuva vélilla[a, b] ja derivoituva samalla valill& paitsi mahdollisesti arvoliac [a, b]. Todista, etté jos
limy_x, f’(x) on olemassa ja oa A, niin f’(xp) on olemassa ja o& A.

VASTAUS:

236.

Olkoon f derivoituva suljetulla valillga, b] ja f'(a) = A sekaf’(b) = B. Todista, etta jo€ on lukujenA ja B
valissé oleva arvo, niin on olemassa acwo|a, b siten, ettaf’(c) =C.

VASTAUS:
Osoita: b b
O<a<b:>1—§<ln—<——1.
b a a
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VASTAUS: Valiarvolause.

238.

Todista, etté jop > 0, niin yhtalollax® + px+ g = 0 on vain yksi reaalijuuri.

VASTAUS:

239.

Olkoon f joukossaR ;. positiivinen, aidosti kasvava ja derivoituva. Nayta, etta myds furdtio = [f(1/x)] "2 on
joukossaR ;. aidosti kasvava.

VASTAUS: ¢ (X) = X2/ (1/x) f (1/x) 2.
240.
Maérita
+1

. x—1
infqa|x>a= Inx>X— .

VASTAUS: 1.

241.

. . 1
Osoita, etta a) funktio 2+ x? — 4x+ 1 on kasvava, b) funktla +Inx—xon vaheneva.

VASTAUS:

242.

Olkoona € [0, 1] vakio. Todista:

=

[ERN
|

X

xelal arcsink < — — .

VASTAUS:

243.

Todista:arctark > x — 3x3 kaikilla x > 0.

VASTAUS:

244,

M&arita ne positiiviluvu, joilla yhtaldllax+ asinx — 2 = 0 on ratkaisu valill§0, 1/ 2].
VASTAUS: a> (4—1)/2.

245.

Tutki seuraavien funktioiden aariarvoja:

2
a) y=x—2a+a’x, b) y:x+%,

C) y=x+v1-x d) y=xv2-x2.
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VASTAUS: a) Josa > 0, suht. maksimy(%§) = 2i7a3, suht. minimiy(a) = 0; josa < 0, suht. maksimy(a) = 0,
suht. minimiy(§) = 2i7a3; b) suht. maksimy(—a) = —2a, suht. minimiy(a) = 2a (a > 0); c) abs. maksimi
y(%) = %, suht. minimiy(1) =1; d) abs. maksimyj(1) = 1, abs. minimiy(—1) = —1, suht. maksimy(—+/2) =0,

suht. minimiy(v/2) = 0.

246.

Maaritd seuraavien funktioiden aariarvot ja piirrd kuvaajat:

. . 14 sinx
a) | sinx| 4 cosx b) cogsinx c
) |sinx| 4 cosx, ) cogsinx), ) T cost’
Sinx+ cosx Siréx
£ Qi W LI
sinxcosx 1+ coZx

VASTAUS: a) Maksimiy(47 +n2m) = V2, minimity(rt+n2m) = —1,y(n2m) = 1;  b) maksimiy(nm) = 1, minimi
y(Z+nm =cosl; c)minimy(—J+n2m=0; d)maksimiy(3'+n2m) = —2v/2, minimiy(§ +n2m) = 2/2;
e) maksimiy(3 +nm) = 1, minimiy(nm) = 0.

247 .

Maarita seuraavien funktioiden aariarvot ja piirra kuvaajat:

a)y=x"" " by=xé’,  c)y=(x-1"

VASTAUS: &) Maksimiy(y/€) = /&  b) minimiy(1) =¢; c) minimiy(1+31)=e"%e

248.

Maarita funktiony = 4tanhx+ cothx &ériarvot. Piirra kuvaaja.

VASTAUS: Maksimiy(—3In3) = —4, minimiy(3In3) = 4.

249.

Tutki funktiota f (x) = x*, x > 0. Maarité &ariarvot, piirrd kuvaaja.

VASTAUS:

250.

Tutki, onko funktiollaf (x) = (1— €*)7(1—x)*2 suhteellista &4riarvoa origossa. Piirrd funktion kuvaaja.

VASTAUS: Ei.

251.

Olkoot kaikkialla jatkuvan funktion &ariarvot oleellisia. Osoita, ettd maksimit ja minimit esiintyvat vuorotellen.

VASTAUS:

252.

Olkoot kayraty = f(x) jay = g(x) alaspéin kuperia valilléa, b]. Todista, ett& kayr§t = f(x) + g(x) on alaspéin
kupera mainitulla valilla.

VASTAUS:
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Maarita kayran
_ox+1
Y=t
aariarvopisteet ja kAannepisteet. Milla muuttujan arvoilla kdyré on alaspéin, milla ylospéin kupera? Piirré kuvaaja.

VASTAUS:

254.

Tutki seuraavien kayrien kuperuutta ja maarita kdannepisteet:
X+1

. 2 o (2 _ 5 - =
a) y=x+36¢-2¢-x4, b)) y=0¢-6x° ¢ vy 1

R — _3 _
d) Y=o a2 e) y=a—vx—h.

VAsTAUS: a) Alaspéin kupera valilli— 3,2, kdannepisteet—3,294) ja (2,114); b) alaspéin kupera véleilla
| —,0][, ]2,4], |6,»][, kd&nnepisteet0,0), (2,—32768, (4,—32768, (6,0); c) alaspéin kupera véleillg— 2 —
V3,-2++/3], |1,00[, ké&nnepisteet—2— /3,3 (1 - v/3)), (—2++/3,3(1+3)), (1,1); d) alaspain kupera
véleilld] — o0, —3a[, ]0,3a[, kd&nnepistedt-3a, — L), (0,0), (3a, L) (A>0); e) alaspain kupera vélill, |,
kdannepistéb, a).

255.

Maarita kayrary = sinx aériarvo ja kaannepisteet.
VASTAUS: Maksimiy( % +nr) = 1, minimiy(nm) = 0, kd&nnepistedt:J + nrt, 1%).

256.

Maarita kayrien ay = xe %,  b)y = eXsir’ x 4ariarvo- ja ka&nnepisteet. Piirra kuvaajat.
VASTAUS: &) Maksimiy(1) = 1/e, kaannepisté2,2e-2);  b) maksimiy(3" + nr) = 1 exp(3' + n2m), minimi
y(nm) = 0; kaannepistedt/T + nrt, 2 (2-+ v/3) exp( I +n2m), (32 +nm 3 (2 - v/3) exp( 2 + n2m).

257.

Maarita kayralta
y= e(xfl)2
pisteet, joiden etdisyydella pisteegtBa) on &ariarvo. Maarité adriarvojen lukumaara ja laatu paramatari
arvoilla.
VASTAUS: Josa < % niin piste (1,1) antaa minimin; josa > % niin piste (1,1) antaa maksimin ja pisteet

<1i I 2tV22-2 at V2a22) minimin.

2

258.

Mill& vakioidena ja b arvoilla piste(1,3) on kdyréany = ax® + bx* kaannepiste?

a3 h_9
VASTAUS. a= —3, b= 3.

259.

Olkoon kaikkialla kahdesti derivoituva funktib kasvava ja alaspéin kupera. Osoita, ettd fungfig = f(x?) on
alaspain kupera.
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VASTAUS:

260.

Osoita, ettéd kayrag= %Za“x5 — 6a3x* + 4a2x® kaannepisteet ovat samalla suoralla. Maarita taman suoran yksik-
kdsuuntavektori.

VASTAUS:

261.

Milla vakion a arvoilla kayralla
X—a

(x+a)?
on kadannepisteitd? Maaritd myos aariarvopisteet ja asymptootit ja piirrd kuvaaja.

VASTAUS: Kaénnepisté5a, g—la), kuna # 0; absoluuttinen maksinyi(3a) = é, kuna > 0; absoluuttinen minimi

y(3a) = aTla' kuna < 0; suoraviivaiset asymptootit= —a, y = 0.
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