8. Vektoriarvoiset funktiot

8.1. Vektoriarvoisen funktion jatkuvuus ja derivoituvuus

320.

Olkoonu reaalimuuttujan vektoriarvoinen funkti® — R" ja lim;_a u(t) = b. Todista: lim_,4 Ju(t)|| = ||b]|.

VASTAUS:

321.

Olkoonu reaalimuuttujan vektoriarvoinen funkt® — R" ja lim;_au(t) = b, misséb # o. Todista:

u(t) _ L
WO

VASTAUS:

322.

Olkoonu reaalimuuttujan vektoriarvoinen funkti® — R". Osoita, etté vaikka funktigu(t)|| olisikin derivoituva,
ei funktiou(t) valttamatta ole.

VASTAUS: Esimerkiksiu(t) = (1 0)T, jost on rationaalinen, ja(t) = (0 )T, jost on irrationaalinen.

323.

Laskeu'(t), |u’(t)], u”(t) ja |u”(t)| arvollat = 0, kun

a)u(t) = (2 +2t)i —3e 2j+2sindk,  b)u(t)=In(t>+1)i+V12+1j+ %k.
VASTAUS: @) 2 + 6) + 10k, 2/35,-12],12; b) X, 2, 3+j, V/5.

324.

Olkoon u(t) neljasti derivoituva vektorifunktio. Laske ensimméainen ja toinen derivaatta skalaarikolmitulolle
[u(t), u'(t), u”()].
VasTAUS: [u(t), u'(t), ™ (1)), [u(t),u”(t),u” ()] + [u(t),u’(t),u™ (t)].

Olkoonu(t) derivoituva vektorifunktio jau(t) # o. Osoita:

uo(t)x%uo(t): u® 9.

VASTAUS:

326.

Olkoone(t) kahdesti derivoituva yksikkdvektori i (t) # o kaikilla muuttujant arvoilla. Osoita, etté vektoreiden
e(t) ja€’(t) véalinen kulma ei koskaan ole terava.

VASTAUS:
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327.

Olkootu(t) jav(t) vektorifunktioita. Osoita, etté jo%fltJ =wxuja % =W XV, niin %(u X V) =WX (UxV).

VASTAUS:

328.

Olkoonu(t) derivoituva vektorifunktio jaa # o vakiovektori. Osoita:
%comy:(u,a) = comp<zl:, ) ,

missa comfu, a) tarkoittaa vektoriru skalaarikomponenttia vektoremsuunnalle.

VASTAUS:

329.

Olkoot a ja b kaksi lineaarisesti riippumatonta vakiovektoria ja olkooft) = acost + b sint. Osoita, etta
[r(t),r'(t),r"(t)] = O kaikilla muuttujant arvoilla. Jost on aika jar (t) esittaa liikkuvan pisteen paikkavektoria,
niin mik& on vaitteen geometrinen tulkinta?

VASTAUS:

330.

Osoita, ettd yhtéla— p sinz=t maarittda funktiorz = z(t), kun p on vakio ja|p| < 1. Nayt4, etta tdméan funktion
avulla méaaritelty vektorifunktio

r(t) = (cosz(t) — p)i++/1— p?sinz(t)]

toteuttaa differentiaaliyhtalort’ (t) = —r (t)/|r (t)[3.

VASTAUS:

8.2. Taso- ja avaruuskayrat

331.

Tutki, onko piste( 5553, 553) kayréalla

Miten kayra kayttaytyy, kum — co?

VASTAUS:

332.

Maarita kayrankaaren(t) = vInti+ (1/t)], t € [1,3], pisteiden suurin ja pienin etdisyys origosta. Piirré kuvio.

VASTAUS: \/In3+%, \/%In2+ 3.

333.

Osoita, ettd kun ympyra vierii liukumatta suoraa pitkin, sen kehalla oleva piste piirtda sykloidin.
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VASTAUS:

334.

Maaérita avaruuskayrant) = t3i +t2j +tk yksikkotangenttivektori pistees$8, 4, 2).

VASTAUS: ﬁ(lZi +4j +K).

335.

Laske ruuviviivanr (t) = acosti + asintj + btk tangenttivektori pisteessé, joka vastaa parametriagdaaske
tdhan pisteeseen asetetun ruuviviivan normaalitason yhtélé muambosgdy + yz = 8. Mika on taméan tason lyhin
etaisyys origosta?

VASTAUS: —asintyi +acospj +bk; —a(sintg)x+ a(costo)y + bz= b?ty;  b?|to|/v/a2 + b2

336.

Mé&arita neljan desimaalin tarkkuudella ruuviviivan
t
r(t) =cogi+sintj +—Kk
) +sintj + o

sen pistee koordinaatit, joka on lahinna pistett@, 1,0). Perustele &&riarvon laatu geometrisen havainnon avulla.
PisteeseeR asetetaan ruuviviivan tangentti; maarita tangentin ja xy-tason leikkauspiste.

VASTAUS:

337.

Osoita, ettd (t) = acoshti+bsinhtj (a> 0, b > 0) esittdé hyperbelin toista haaraa. Osoita, etta kayra on silea ja
saanndllinen. Milla parametrinarvolla kayran tangentti on y-akselin suuntainen?

VASTAUS: t = 0.

338.

Maarita kayrarr (t) = a(cost +tsint) i+ a(sint —tcost)j normaalin etéisyys origosta.

VASTAUS: [a.

339.

Piirra kayrér = (cost 4t sint)i + (sint —t cost)j.

VASTAUS:

340.

Piirra kéyrar (t) = cog5t)i +sin(6t)j, t € [0, 2.

VASTAUS:
Piirra kayra
) = t2+1 it
41—y tet

ja maéarita sen (suoraviivaiset) asymptootit seka pisteet, joissa tangentti on vaaka- tai pystysuora.
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VASTAUS: Asymptootitx= 1,y =3, y=1;
pystysuora tangentti pisteiségi(v2 — 1), —1/v/2), (—3(v2+1),1/V2).

Piirra kayra
t?+1. ot .
rt) = 5>—
O=1"* @]
ja maarita sen (suoraviivaiset) asymptootit seka pisteet, joissa tangentti on vaaka- tai pystysuora.
VASTAUS: Asymptootity = +3; vaakasuora tangentti pisteisss2 — /3, £3v/27), (1,0);
pystysuora tangentti pisteessal, 0).

343.

Piirra kayra
ot ta-2%),
r<t)_17t2'+ 1t

ja maarita sen (suoraviivaiset) asymptootit seka pisteet, joissa tangentti on vaaka- tai pystysuora.

VASTAUS: Asymptootitx = 0, x+y = +2;
vaakasuora tangentti pisteigdd179 —4.200), (—0.600,—0.337), (0.600,0.337), —1.179,4.200).

Piirrd kayra
2 t?41.
r)=5—i+——
O=f—1'* 12!
ja maéarita sen (suoraviivaiset) asymptootit seka pisteet, joissa tangentti on vaaka- tai pystysuora.

VASTAUS: Asymptootitx =1, x= 3,y =3,y =2;
vaakasuora tangentti pisteisgi 2+ v/5), —4 — 2v/5), (1(2—/5),—4+2/5);
pystysuora tangentti pistees(e‘.ﬁ%).

345.

Piirrd napakoordinaattikdyrét= | sinnp|, n=1,2,3.

VASTAUS:

346.

Napakoordinaateissa annettu kéyré a(1+ cosp) on kardioidi. Missa pisteissa kéyran tangentti on x- tai
y-akselin suuntainen? Piirra kayra.

VAsTAUS: x-akselin suuntainen, kup = 11/3 tai = 511/3, y-akselin suuntainen, kup= 0, = 211/3 tai = 411/3.

347.

Osoita, ettd kardioidi = 1+ cosp ja kardioidir = 1 — cosd leikkaavat toisensa kohtisuorasti.

VASTAUS:

348.

Méaaritd suorakulmaiset koordinaatit viiden desimaalin tarkkuudella sille kardioigii + cosp pisteelle, joka
sijaitsee lahinna pistetté=y = 1.
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VASTAUS:

349.

Tutki napakoordinaattikdyran= asin3p pisteeseen osoittavan paikkavektorin ja tdhén pisteeseen asetetun tan-
genttivektorin vélistéa kulmaa muuttujgneri arvoilla. Piirra kayra.

VASTAUS: Kulma = arctar{$ tan3p).

350.

Arkhimedeen spiraali maaritelladn napakoordinaattiyhtalodaad. Tutki kyran pisteeseen osoittavan paikka-
vektorin ja tdhan pisteeseen asetetun tangenttivektorin valista kulmaa mugttijcarvoilla. Piirra kayra.

VASTAUS: Kulma = arctanp.

351.

Logaritminen spiraali maaritellaan napakoordinaattiyhtalo#aad?®. Tutki kdyréan pisteeseen osoittavan paikka-
vektorin ja tahén pisteeseen asetetun tangenttivektorin valista kulmaa mudgtasjamvoilla. Piirré kayra sopivilla
lukujenajak arvoilla.

VAsTAUS: Kulma = arctar{1/k).

352.

Piirra Arkhimedeen spiraali = ¢ ja logaritminen spiraali = e?. M&daritd suuntag = 1tl&hella olevan kayrien
leikkauspisteen napakoordinaatit numeerisesti. Maaraytyyko leikkauspiste yksikésitteisesti em. ehdosta?

VASTAUS:

353.

Piirra konkoidi r= asin®(¢/3). Olkoona kéyran tangenttivektorin ja x-akselin valinen kulnfiekdyréan pisteen
paikkavektorin ja tahan pisteeseen asetetun tangenttivektorin valinen kulma. Lausu kulmat pagefuektioina
ja tutki niiden suhdetta toisiinsa.

VASTAUS:

354.

Yhtélo x3 +y® — axy= 0 esittaé kéayraa, jota kutsuta@artesiuksen lehdekslohda kayrélle parametriesitys, jossa
parametrina on kéayran pisteen ja origon maaradman suoran kulmakemsitee yhtaloon sijoitug = xt. Piirra
kayra.

at at?

VASTAUS. X= ———, Y= ———.
t34+1° y 341

355.

JohdaPascalin simpukaiix® +y? — 4x)2 = 16(x? 4 y?) napakoordinaattiyhtalo ja piirra kayra.
VASTAUS: r = 4(1+ cosp) (kardioidi).

356.

JohdaBernoulli'n lemniskaatarix? +y?)? = 2(x? — y?) napakoordinaattiyhtal6 ja piirra kéayra.

VASTAUS: %2 =2c0s 2.
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357.

Mé&arita kayranx®y — xy? + 16 = 0 vaakasuorat ja pystysuorat tangentit implisiittisen derivoinnin avulla. Piirra
kayra.

VASTAUS: y=4,X= —4.

358.

Todista, etté yhtalbpasi = %t?’ +t, y = € maadrittelee kaikilla arvoillx € R jatkuvan funktiony = f(x). Piirra
funktion kuvaaja seké maarité sen aariarvot ja kdannepisteet.

VASTAUS:

359.

Tutki, maaritteleeko yhtalopaxi=t — sint cogt, y = t? funktiony = f(x).

VASTAUS:

360.

Laske yhtéldparinx =t — sint codt, y = t?> madrittaméan funktiory = f(x) ensimmainen ja toinen derivaatta para-
metrint funktiona.

VASTAUS:

361.

Osoita, ettd yhtaldiden
— 1+Int ~ 3+2Int

2 0 YT T
maarittdma funktig(x) toteuttaa differentiaaliyhtélén

dy . [dy\®
ydx_2x<dx> +1

(t>0)

Piirra funktiony(x) kuvaaja. Milla muuttujarx arvoilla funktio on maaritelty? Mitd muuta funktiosta voidaan
sanoa?

VAsTAuUS: Funktiolla on kaksi haaraa: toinen on maaritelty arvoilld e/2, toinen arvoilla 0< x < e/2.

362.

Olkoonrg =i+ 2j +3k, a=v2(i+]j +k), b = v/3(i — k). Tutki, mink&lainen kéyra on
r(t) =ro+ (cost)a+ (sint)b, te0,2m.

Mita kayria ovat tamén kayran ortogonaaliprojektiot koordinaattitasoille?

VASTAUS:

363.

Tutki, millainen avaruuskayra on kyseessa, kun
r(t) =In(t+1)(costi+sintj)+arctartk, t>0.

Piirrd kéyran projektiot koordinaattitasoille.
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VASTAUS:

364.

Tutki heittoliiketté: Miten lahténopeuden muutos vaikuttaa heittoetéisyyteen ja lentoradan maksimikorkeuteen?

VASTAUS:

365.

Osoita, ettd vinossa heittoliikkeesa heittoetdisyys on suurimmillaan, kun korotuskulmé.on 45

VASTAUS:

366.

Liikkuvan partikkelin paikkavekton = r (t) toteuttaa yhtalon

dr
— —a+bxr°
gt~ atoexrs
misséa ja b ovat vakiovektoreita. Osoita, ettdoteuttaa myds yhtalon

d — 0
a(r xa+|r|b) =Ar",

missaA on erds vakio. Maarita.

VASTAUS: A = a-b.

367.

xy-koordinaatistossa tarkoitetaeajoitetulla tangentilla(rajoitetulla normaalilla) kayran pisteen ja x-akselin va-

lisen tangentin (normaalin) osan pituuttajaangentilla(alinormaalilla) em. janan x-akselilla olevan projhektion
pituutta. Napakoordinaatistossa maaritelladn muuten samoin, mutta x-akseli korvataan origon kautta kulkevalla
paikkavektoria vastaan kohtisuoralla suoralla (joka siis muuttuu pisteen kulkiessa pitkin kayraa). Johda lausekkeet
em. kasitteille.

VASTAUS: xy-koordinaatistossa rajoitettu tange%é’ Vi1+y?, aIitangentti’ % ’

rajoitettu normaaljy|+/1+y'2, alinormaalilyy;
. . r.
napakoordinaatistossa vastaavﬁl\/m ,

r2
r’

V241’2,

r'|.

8.3. Polynomikayrat
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