10. Integroimistekniikkaa

10.1. Integraalifunktio

388.

- . . X+ K . .
Vertaa funktioiden a) IRjaIn1Q, b)arctarxja mtanﬁ(, c) In(x+ vx2 —a) ja—In(x— v/x2 — a), missa
a > 0, derivaattoja toisiinsa. Tutki funktioiden erotusta muuttujan eri arvoilla.

VASTAUS: a) Yhteinen derivaatta/k; erotus—In10; b) yhteinen derivaatta/11+ x?); tapauksessia> 0 erotus
on —arctark, josx < 1/k, jam—arctark, josx > 1/k; tapauksessia= 0 erotus on 0; tapauksedsa: 0 erotus on
—Ti—arctark, josx < 1/k, ja —arctark, josx > 1/k;  c) yhteinen derivaatta/d/x? — a; erotus Ira.

389.

Sievenna lausekarcsin2xy/1 — x2) muodostamalla ensin sen derivaatta.

VASTAUS:

390.

Maarita se funktion 2— 3 integraalifunktio, jonka kuvaaja sivuaa suoraay = 0.

VASTAUS: X2 — 3x+ 1.

391.

Kayray = f(x) kulkee pisteer(3,1) kautta ja jokaisessa pisteesséf (x)) tangentin kulmakerroin ow? + 2x.
Ma&arité kayran yhtalo.

VASTAUS: y = 3x3+x2 — 17.

392.

Onko funktiolla|x| integraalifunktiota, joka on maaritelty kaikillac R?

VASTAUS: On; 3x|x| +C.

393.

Maarité se funktiorf (x) = x+ |x| integraalifunktioF, joka toteuttaa ehdolR(1) = 2. Todenna, ett&’(0) = f(0).
LaskeF (—2).

VASTAUS: F(X) = 3x(x+[X|) +1; F(-2)=1.

394.
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Maarita seuraavien funktioiden integraalifunktiot a) kasin laskulla, b) jotakin tietokoneohjelmaa kayttaen:

. (@—1)3 VX2V 2 + 453
)X, b) e c) 6% ;
d) v2—5x, e) (3x—7)*3, f) (2 — 5x+7)(4x—5),

X2 V5(x+1) .
—_— h) ————-—, i) sinxsin,
9 (1+x3)4 ) VBX2+10x+ 1 )
. Sinx COosX Inx
D Cogx 9 sinfx )5
1 1
X’ n) ev1+e, o)g,
el el
3X
p) &>+ Ve, D e N e
5) 5+x ) 1-—x ) 1
X2+ 10x’ X2 —2x+2’ V1-a2
v X w) x+1 %) glanx
Vi—a2 x2+1 cogx’
) 1 z) e a) sinttx
V) sif(2x1 1) coF(5x3 -2)’ ’
a) coshx p) 2rsinmx
’ V1

VASTAUS:

395.

Etsi seuraaville funktioillef annetun ehdon tayttava integraalifunkiio

a) f(x) = 4sinxcosx— cogx’ F(0)=2,
2 3—-e
b)f(x):3_74x7 F(=-)=0
T _ T
c)f(x):f;cosi, F(1)=0.

VASTAUS:

396.

Laske seuraavat maaratyt integraalit:

5 x 1 dx 3a x2 _ 3ax
a)/3x2—4dx7 b)[z 3—2x’ C)/o x—4a dx (a#0).

VASTAUS:

10.2. Sijoitusmenettely

397.

Suorita jokin sopivalta tuntuva sijoitus, kun integroitava on muotoa

a) f(')r(‘x)7 b) f(cosx)sinx, c) f(tanx) cogx, d) f(a€+b)e* (a, bvakioita)
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Miten integraali muuntuu kussakin tapauksessa?

VASTAUS:

398.

Laske seuraavat integraalit sijoitusta kayttaen:

xdx x2dx COSX
)/ (R +1)3 )/ (@@ +b)vad+b’ C)/
dx dX
d)/(l+tar12x) tanxdx e)/W7 f) /W’
dx dx
9 [ o R e =

VASTAUS:

399.

Laske integraali

dx
/xzx/x2+a2
a) sijoituksellax = 1/t,  b) sijoituksellax = atant, c) sijoituksellax = asinht.

VASTAUS:

400.

Etsi funktion 1/ coshx integraalifunktio a) sijoituksella= €*, b) sijoituksellat = tanh3. Vertaa saatuja integraali-
funktioita.

VASTAUS:

401.

Maarita ne funktion &

4+ (e4+1)2
integraalifunktiot, joiden kuvaajilla on asymptoottina x-akseli.

VAsTAUS: i (arctan®ft —arctan}), iarctan®fl - T

402.

Muodosta sijoitusmenettelyd kayttden seuraavista integraaleista kustakin kolme uutta integraalia, jotka eivét ole
integroitavissa alkeisfunktioiden avulla:

o[ bfen affa ofe af®

VASTAUS:

403.

Laske seuraavat maaratyt integraalit sijoitusta kayttaen:

x2+2x € dx
d b / _—
)/ % ) 1 Xv/1+Inx
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VAsSTAUS: a) 52/5; b) 2.

404.

Osoita, etté jog on jatkuva funktio jea < b, niin integraalic? f (x) dxvoidaan muuntaa muotoa= At+ B olevalla
sijoituksella integraaliksi, jonka rajat ovatja . Suorita muuntaminen.

b—a —ba
VASTAUS: A= ,B= a ;

5ot o APt (At+B)dt.

405.

Osoita, ettd jod on jatkuva funktio, niin
b b
/ £(x) dx = / f(atb—x)dx
Ja Ja

VASTAUS: Sijoitusx=a+b—t.

406.

Todista, etta jod jatkuva funktio, jolla on jaksone, niin

/a;a+mf(x)dx:/(;wf(x)dx

VASTAUS:

407.

Maarita
lim !
a Z s

VASTAUS: T/6.

10.3. Osittaisintegrointi

408.

Laske osittaisintegroinnilla
a) /Tmtamdx b) /xzcosxdx c) /x3e‘xdx,

d) /‘xcoshxdx e) /xlnzxdx f) /x\/ax+bdx,

X arcsm( . .
g)/@dx, h)/ i) /xarctan(dx

VASTAUS:

409.

Laske osittaisintegroinnilla

a) / e%dx  b) / singxdx  ©) / amtar\f
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VASTAUS:

410.
Laske a)f arsintxdx, ~ b) [arcoshkxdx c) [artanhxdx

VASTAUS:

411.

Laske [ cogxdxa) osittaisintegroinnilla, b) soveltamalla sopivaa trigonometrian kaavaa.

VASTAUS:

412.

Maarita [ x* Inx dxkaikilla arvoillaa € R.

VASTAUS:

413.

Muodosta osittaisintegroinnilla seuraavista integraaleista uusi integraali, joka ei ole laskettavissa alkeisfunktioiden

avulla:
dx 2 et sinx dx
"")/W’ o [efde o [Tax o) [Tax e [{Fax

VASTAUS:

414.

Laske seuraavat maaratyt integraalit:

/2 L7 2n
a)/ xcog xdx b)/ dx c)/ |xsinx| dx,
0 0 0

coEx

1/3 1/2 1
d) / actan3x)dx,  e) / xarcsinkdx  f) / K26 dx,
0 0 JO

) /"”2 In(1+€) dx

2 2
g)/ (x—1)2 Inxdx h)/ xIn?xdx i
1 1 Jo ex

VASTAUS:

415.

Johda palautuskaava integraalille .
|n=/ (Inx)"dx (neN).
1

VASTAUS:

416.

Johda palautuskaava integraalille
1
|n:/ (1—3)"dx (neN).
0

VASTAUS:
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417.

Johda osittaisintegroinnilla palautuskaava maaratylle integraalille

/2
|n=/ sifxdx (n=0,1,2,...).
0

VASTAUS: lo =T11/2, 11 = 1; I = "Ll 5,n> 2.

418.

Mitka rajat saadaan Iuvullgfo1 f(x)dx kun tiedetdan, ettd ja sen derivaatta ovat jatkuvia integroimisvalilla,
f(1) =1ja|f'(x)| < & integroimisvalilla?

VASTAUS: Integraalin arvo on valilld352, 1¢].

10.4. Rationaalifunktioiden integrointi; osamurtokehitelma

419.

Integroi seuraavat rationaalifunktiot:

XX —6x2+11x—5 X 24
a) ; D) 55— C) s
(x+2)3 2x2 —3x—2 X(x2 —1)(x2 —4)
1 X +1 x+1
d ——5 €) 53 f) ;
(1—x)2(1+x) (x2—1) X6+ x4
34+x—23 X*+5 i 1
9)———m3—> h) 7——% ) 3
1-x x*—4x+3 (x2+1)
) X245 K X°+4 ) 1
Vo x5 (X2 +2)2’ (+1)(x2+2)’
m) X3 + 4x2 4 6x
X4+ 234+ 3x2 4+ 4x+2°
VASTAUS:
420.
Laske integraalit
x5 dx X3+1
e e d )/
(X2+2) X4 (X +1

VASTAUS:

421.

Jaa polynomk* + 4 enint&én toista astetta oleviin reaalisiin tekijoihin ja laske tata hyvaksi kayttaen integraali

/%_de

VASTAUS:
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422.

Laske integraali
/ dx
x4 -1

VASTAUS:

423.

Muodosta osamurtokehitelmd ja laske integraalifunktio lausekkeelle
x4 4+1
(x=1)(¢+1)

VASTAUS:

424.

Muodosta osamurtokehitelma rationaalifunktiolle

24+ TG+ 112+ 6x— 1
(X—1)(X2+2x+2)2

ja laske integraalifunktio.

VASTAUS:

425.
Laske integraali

/ Ll dx
J (2 —x+1)10

VASTAUS:

426.

Muodosta osamurtokehitelma lausekkeelle

4696— 11076+ 112902 — 62273 + 16874 + 180x° — 364xE + 156" — 36x8 + 4x°
—1152+ 2496¢ — 2528C + 1616C — 704x4 + 2085 — 40x8 + 4x7 '

Lisda taman jalkeen lausekkeen nimittdjaan 1 ja muodosta osamurtokehitelma uudelleen.

VASTAUS:

427.

Laske
/ dx
X(x3+8)
a) muodostamalla osamurtokehitelma, b) suorittamalla ensin sopiva sijoitus.

VASTAUS:

428.

Olkoona < b. Maarita se funktion b
—a

(x—2a)(b—x)
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integraalifunktio, joka kohdas%!(aJr b) saa arvon 0.

X—a
VASTAUS: In|——
b—x

429.

Laske kaikilla arvoillaa € R integraali
dx
/ (X—-1)(x—a)

VASTAUS:

10.5. Esimerkkeja integroinnista

430.

Johda osittaisintegroinnilla palautuskaava integraalille
Cn:/coé‘xdx N=012....

Laske myd<y jaCy.

VASTAUS:

431.

Olkoon
Ch :/coé‘xdx

Johda kaavat
1 ) n-1
Ch= - cos I xsinx+ Tcn,z, n#o0,
Ch = 1 co Lxsinx+ LCn n#1
2= Th 1 n—-1"™ :

Miten nadiden avulla saadaan integraélit n € Z, lasketuiksi?

VASTAUS:

432.

Johda sijoitusté = tanx kayttden palautuskaava integraalille
In:/tari“xdx n=234,....

Laske erikseely ja |1 seka palautuskaavan avulia

VASTAUS:

433.
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Laske seuraavat integraalit:

a)/sin7xd>g )/coslx c) /cosﬁxdx
)/co§x e) /sinz4xc0524xd>g f) /sin23xsin25xd>g
)/C;)Iif( h) /sinxsin&sin&dx i) /\3/sin2xcos°'xd>g
tar?x dx Vtanx
)/\/co ¥ / /sirPxcod x ) /smxcosx
VASTAUS:
434,
Laske integraalit
SirP x sm2x co$x
)/co§x b)/l tanx C)/s:in“xdx’

dx
d / d
) 4—3co@x+ 5sirfx %

VASTAUS:

435.

Muunna integraali

€) / sin3x—cos3xOIX

/5+4sinx

sijoituksellat = tan3 ja laske se. Piirré integraalifunktion kuvaaja. Onko tamé jatkuva?

VASTAUS:

436.

Laske

VASTAUS:

437.

Laske integraalit

)/2 smx
2+ cosx dx

VASTAUS:

438.

Olkoona > 0,b > 0. Laske

VASTAUS:

2mdx
0o 5-+4sinx’

' dx
b) / 5—4sinx+3cosxdx

/ dx
a+bcosx’
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439.

Laske kaikilla arvoillaa € R

/1+aco§x'

VASTAUS:

440.

Olkoon (a,b) # (0,0). Laske

a)/ dx b)/ dx
a-+ btanx’ a2co@x+ b2siréx’

VASTAUS:

441.

Laske kaikilla arvoillaa,b € R

a) /cosaxcosbxdx b) /sinaxcosszdx

VASTAUS:

442.

Mill& kokonaisluvunn arvoilla integraalit/ sini'xdx ja | cosH'xdx palautuvat polynomin integroimiseen? Mil-
laista sijoitusta talloin on kaytettava? Laske sovellutuksena

a)/sinl‘?xdx b)/cosﬂxdx c)/SnHSX )/COSHX

VASTAUS: n positiivinen ja pariton tai negatiivinen ja parillinen.

443

Laske seuraavat integraalit:

dx
a)/m, b) /tanh?xdx c) /m, d) /cosﬁ‘xdx
dx i S|nh3x
e)/ma f) /cosf?xsmﬁ‘xdx g)/cothzxdx, )/

VASTAUS:

444,

Laske palauttamalla eksponenttifunktioon

a) (coshx+ sinhx)/costx —sinhxdx ~ b) de
cost x+ sintPx

VASTAUS:
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445.

Laske integraali

VASTAUS:

446.

Laske integraali

/J)de

Anna vastaus logaritmifunktion avulla.

VASTAUS:

447.

Laske seuraavat integraalit:

VASTAUS:

448.

4 dx
/o N
S '¢ dx ' X

a)/md* b’/mv © ./wfﬁd’“

a+X X
D [/ 3 o [ s ﬁ(+\ﬁ< ﬂ/m’

x* 3x+5 . X+a
9 [ Jipe )/m ) /\/W

2X+3

j —d
) /\/—xz—&—x—i—G X

0] e aan™

Laske seuraavat maaratyt integraalit:

a)/a

VASTAUS:

449.

Sievenna funktio

x2y/a2 —x2dx,
d) /"/4 sm“x

cog x

ja piirrd sen kuvaaja.

VAsTAUS: f(X) =

450.

Muotoa

2/(V3X|)).

1
b)/s/zm ) [, Vo —xrdx

&) /"/2 dx dx
0o 2cox+3’

/2
" ./o a2sin’ x+ b2 co@x

(ab#£0).

x/2 dt
f(x):/_x/zm (x#0)

:/7%( —
vaxt +bx+c
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oleva integraali, missB,(x) on astettan oleva polynomi, voidaan laskea kirjoittamalla
I = (A" ApX" 2+ A) \/ax2+bx+c+An+1/ S —
axt + bx+ c

Osoita, ettd kertoimedy voidaan maarata yksinomaan polynomien yhtésuuruutta koskevasta ehdosta, joka saa-
daan asettamalla edelld olevien lausekkeiden derivaatat yhtéa suuriksi. Sovella menettelya seuraavien integraalien
laskemiseen:

3x2 x4
)/md‘ D | eas™

VASTAUS:

451.

Palauta annetuilla sijoituksilla integraalit

a) / . dx dx, x—1= 1
(X— 1)V 4+x+1 t’
dx
b / —————dx, X
) X3V2X2 +2x+1 % t
edellisessa tehtavassa kasiteltyyn muotoon ja laske ne.

VASTAUS:

452.

Palauta integraali

X
[ o
(X-1)vx2+1

edellisessa tehtavéssa kasiteltyyn tyyppiin muodostamalla ensin osamurtokehitelmé fuxktidlie 1). Laske
integraali.

VASTAUS:

453.
Laske [ (Inx)"dx kaikille n € N.
VASTAUS: NIXSR_o(—1)"*(Inx)*/k! 4-C.

454.

Laske integraalit
x> dx dx
&) [ b [ o [
)/,3/ X2 —1)2 % ) xva+bxt ) x8v/x2 -1

)/x7\/7 e)/\/%dx

VASTAUS: @) 25(2x* +3x% + 9)Vx2 — 1+-C;

b) josb# 0, a> 0, niin 1/(ny/a) [In|va+bx"—\/a| — In(va+bx"+ /a)] +C
josb#0, a=0, niin —2/(nvbx") +-C;

josb =0, a< 0, niin 2/(vy/—a) arctar{va+bx"/\/—a) +C;

josb=0, a# 0, niinIn|x|/\/a+C;

C) (8x* +4x% +3)v/x2 — 1/(15) +C;
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d) (¢ +1)vx* —1/(6x8) +C;
e) —Zarctar{v/a3 —x3/(xy/x)) +C.

455.

Laske integraalit

a)/ dx b)/ dx
Y(x—1)7(x+1)2’ (@ +x+1)2V/C+x+1’

-1

c) /;dx, d) /dex
(1+x2)vV1—x* (+1)vVxt+1
3(3x—5) ;/x+1 32+ 48¢% + 60x + 22
VASTAUS: @) ———=+/——+C; b G,
Ve Vx—1"% P Zmperxrniz T

[1—x° 1 Xv/2
_l . [
c)—3 I X2+C, d)\/éarccos—x2 1+C.

456.

Laske integraalit

a)/ln( THx+vI—x)dx, b)/frf(ilmdx 0 /(1+x2)2mtan<dx

. arcsinx 1+vV1-—x2
VAsTAUS: @) xIn(v/1+x++/1—X) + 3arcsirk— 3x+C;  b) — - —In +\x| +C;

c) (x+ 2x3+ 1x®) arctark — £x* — £x% — & In(1+x%) +C.

457.

Tutki, voidaanko seuraavat funktiot integroida alkeisfunktioiden avulla:

Xe* el
a)m, b);.

VASTAUS:

458.

Tutki, voidaanko seuraavat funktiot integroida alkeisfunktioiden avulla:

sinx COSX
a)—, b) —.
X X

VASTAUS:
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