12. Lisda maaratysta integraalista

12.1. Integraalin arvioimisesta

521.
Osoita:
1o /1 1420 22
1+x 210 21
VASTAUS:
522.
Osoita:
WX dx< 15-107°
<_/50 X6 +8x+9 X<t ’
VASTAUS:
523.
Osoita:
2 < /Ze?‘z‘xdx< 2¢?
ve o '
VASTAUS:
524.

Olkoonk > 0. Osoita:

/mdx>k

VASTAUS:

525.

Olkoona > e. Osoita: a
X
/ ——dx>a—e
e elnx

VASTAUS:

526.
Osoita, etta

WX i35
—  dx=In3-—
./100 x84 x+1 ’

missa 1612 < 5 < 10719,

VASTAUS:

527.

Funktiostaf oletetaan, ettd(0) = 1, sen derivaatté’ on jatkuva ja 1 x < f/(x) < e valilla [-1,0]. Mita arvoja
f(—1) voi saada?
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.1 1
VAsTAUS: ¢ < f(—-1) < 3.

528.

Olkoon funktio f jatkuva vélilla[a,b] ja olkoon f;) f(x)h(x)dx = 0, olipah mik& tahansa integroituva funktio.
Osoita, ettdf (x) = 0 kaikillax € [a,b].

VASTAUS:

12.2. M&aratyn integraalin valiarvolause

529.

Maarita integraalilaskun valiarvolauseessa esiin§\un kyseessa on integraali

a) /ab(aerB)dx, b) /:xzdx

VASTAUS: a)£0%(a+b); b) merkitadrc = /3 (a2 +ab+b?); josa>0, b>—3taia<0, b> —2a, nin& =c;
josa>0,b< —-2ataia<0,b< —%, niin§ = —c; jos —2 < g < —%, niin & = +c.

Mé&érita raja-arvo
1 2
lim —— / & dt.
x—2X—2 Ja

VASTAUS: 4el8.

531.

Olkoon funktio f jatkuva ja funktiog méaéritelty seuraavasti:

x/h?, kunx € [0, hl,
g(x) = ¢ (2h—x)/h?, kunxe [h,2h],
0 muulloin

Osoita (yleistettyd) integraalilaskun valiarvolausetta kayttaen, etta

hir& 01 f(x)g(x)dx= f(0).

VASTAUS:
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12.3. Epaoleelliset integraalit

532.

Laske arvo tai osoita hajaantuminen seuraaville integraaleille:

© dx 5
a)/,mx2+px+q (P < 4q), b)/ (x+1) x2+1) )/ x3+1
' dx l+\/>?
d)/o (X +1)%’ )/ x2+x )/ \/ex+
s) /Ome*axcosbxdx (a>0), h)/ e ¥sinbxdx (a>0),
'S 6 2x
')/O (1-x2)32 dx, J)/ @ — 2/3 dx, k)/o 2 _4

y [ X g 0 " anxd inxd
, t Ji
)/Omx(a;«é) m)/0 anxdx n)onxx

VASTAUS: @) 2I/\/4q— p%,  b)T/4; ¢)2/31/9; d)1/4; e)r/2+In2; f)2In(v2+1); g)a/(a®+
b%); h)b/(a®+b?); i)hajaantuu; j)9/4; k) hajaantuu; ) 8a?/8; m) hajaantuu; n)-1.

533.

Johda palautuskaava integraalille
In:/ x"e *dx, n=0,12,...,
0

ja laske integraali sen avulla.

VASTAUS: lg=1,lh=nlh_1, kunneN; |y=nl.

534.

Mé&aérita ja b siten, etta integraali
© [2x% +bx+a
[[Zobxa ) g
1 | X(2x+a)
suppenee ja on arvoltaanl.

VAsTAUS: a=b=2(e—1).

535.

Tutki, milla arvoillak € R seuraavat integraalit suppenevat:

l1+x+x2 w2
)/ T dx )/ kx2+1 c)/O sinxdx

VAsTAUS: a)k<1; b)k>0; c)k>-—1.

536.
Mill& arvoilla k € R integraali

le_1+X_k
[,
0 14X

a) ei ole epéaoleellinen, b) on epéoleellinen ja suppenee?
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VASTAUS: a) Ei milladn; b) O< k< 1.

537.

Laske seuraavan epdaoleellisen integraalin arvo tai osoita sen hajaantuminen:

I, o
0 CO¥X’
VASTAUS:
538.
Laske 2 dx
/o a2sir’ x4 b2 co@x (8b#0).
VASTAUS: Z‘T’Tb‘.

539.

Sievenna funktion

n xsint
f(x):/ ——
1+ 2xcod + X

lauseke ja piirré kuvaaja.
VAsTAUS: f(X) = -2, kunx< —1; f(X)=2x, kun—1<x<1; f(x)=2,kunx> 1.

540.

Osoita, ettd on olemassa valvb> 0 siten, ettd kaikille € ]0, 1] patee

1-¢ ex q
——dx< M.
0 JV1I-x
VASTAUS:
o41.
Todista: " w
/ f suppenee—- Iim/ f=0.
a b—o Jp
VASTAUS:
542.
Todista:
b b
a)/ |f\suppenee=>/ f suppenege
a a
b)/ |f|suppenee=>/ f suppenee
VASTAUS:
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543.

Olkoon funktio f jatkuva, kunx > 1, ja
jim T _
x—w [nX

Osoita, etta integraali,” ef™ dx suppenee.

VASTAUS:

544,

Arvoilla x > 0 maaritellddrgammafunktiontegraalilla

r(x)= / t*letdt.
0

Paattele, etté integraali suppenee os0. Suppeneeko integraali, jas< 07

VASTAUS: Ei suppene, jog < 0.

545.

Piirra gammafunktion kuvaaja jonkin tietokoneohjelman avulla. Tarkastele erikseen positiivisia ja negatiivisia
muuttujan arvoja. Tiedatkd, miten gammafunktio on madritelty negatiivisilla muuttujan arvoilla?

VASTAUS:

546.

Laske kayrary = xe /2 ja sen asymptootin valiin jaavan rajoittamattoman tasokuvion ala.

VASTAUS: 2.

o47.

xz-tason kayra& = exp(—x?) pyorahtaa z-akselin ympéri, jolloin syntyy xy-tason ylépuolella sijaitseva (aareeto-
myyteen joka suunnassa ulottuva) pinta. Laske tdméan pinnan ja xy-tason véliin jadvan alueen tilavuus, mikali se
on aarellinen.

VASTAUS:

548.

Osoita, etta avaruuskayréft) = e '(cogti +sintj + k), 0 <t < «, pituus on aarellinen ja maarita se.
VASTAUS: /3.

549.

Kayrdy = €%, 0 < x < o0, py6rahtéa x-akselin ympari. Laske syntyvan (&arettdbmyyteen ulottuvan) py6érahdyspin-
nan ala.

VASTAUS: T2+ In(1+1/2)].

550.

Kayray = 1/x, 1 < x < oo, pydréhtéa x-akselin ympéri, jolloin syntyy &arettdémyyteen ulottuva suppilomainen astia.
Laske tdman tilavuus. Astian halkaisijataso on l1€wyy) | |y| < 1/x, x> 1}. Mik& on tdméan pinta-ala? Jos astia
taytetddn maalilla, tuleeko halkaisijataso kokonaisuudessaan peitetyksi maalilla?
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VASTAUS:

551.

Méaarita kaarenpituus napakoordinaattikayrékee ?, ¢ € [0, [. Laske kdyran kaarevuus parametyifunktiona.
Mik& on kaarevuussateen raja-arvo, up-> «? Piirrd kayra.

VASTAUS:
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