13. Taylorin polynomi; funktioiden approksimoinnista

13.1. Taylorin polynomi
552.

Muodosta funktionf (x) = x* + 3x® 4 x? 4 2x + 8 kaikki Taylorin polynomitTy(x, —2), k= 0,1,2,... (jolloin siis
potenssien kantalukuna @r-2). Kehitd ne myds siten, etté kantalukunaxoRiirra polynomien kuvaajat ja vertaa
niité funktion kuvaajaan.

VASTAUS:

553.

Etsi toisen asteen Taylorin polynomi ja vastaava jadnndstermi integraali- ja Lagrangen muodossa, kun funktiona
on f ja kehityskeskuksena

a)f(x) =€, a=-1, b) f(x) =arcsix, a=
VASTAUS: @) To = 2+ 2(x+1), Rs = 3 [X & (x—t)2dt = 2f (x+1)% D) To= T+ & (x—2) + 2= (x— 3),

t)2dt = 2 (x— 1)3,

1
e
7 (= s X2

j 14262
= 2J12 (1-t2)5/2

554.

Muodosta funktiorarcsinx astetta 10 oleva Taylorin polynomi a) pisteessé0, b) pisteessi = %

VASTAUS:

555.

Laske funktionf(x) = 1 Taylorin polynomiTs(x,2) ja piirré funktion, Taylorin polynomin seké& vastaavan
jaannostermin kuvaajat.

VASTAUS: T3(X,2) = 2— (x—2) 4+ (x— 2)2 — (x—2)3.

556.

Muodosta viidennen asteen Taylorin polynomi kehityskeskuksena origo funktiolle

X2 — arctan?

f(x) = &

VASTAUS:

557.

Olkoon f astetta 4 oleva polynomf,(2) = —1, f/(2) =0, f”(2) = 2, f/(2) = —12, {9 (2) = 24. Laskef (—1),
f/(0) ja f”(1) mahdollisimman yksinkertaisesti.

VasTAaus: f(—1) =143,1/(0) = —60, f”(1) = 26.

558.

Osoita, ettd parillisen (vastaavasti parittoman) funktion Maclaurinin polynomi siséltdd vain muuttujan parillisia
(parittomia) potensseja.
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VAsTAus: Derivoi yhtaloaf (x) = f(—x) (vastaavastf (x) = — f(—x)).

559.

Todista, ettd Il — 2x) < T3(x,0), kun T3 tarkoittaa funktion Iif1 — 2x) Taylorin polynomia ja tarkastellaan arvoja
1
X< 5,X#0.

X 4
VASTAUS: R4(x,0) = —4 (1_22> .

560.

Todista: 1 1
— X2 > >1-— =x2 oo
1- X+ X“ cosx>1-2x*,  kunxe [~ ]
Pitaako epayhtaldketju paikkansa vaI|n ulkopuolella?

VASTAUS: Ry(x,0) = 224, Re(x,0) = — 9301 x5; epayhtaloketju on voimassa kaikkialla.

561.

Muodosta geometrisen summan kaavaa kayttaen funktioe= (1+ x?)~1 Maclaurinin polynomiT,(x,0) in-
deksinn funktiona. Laske taman avulld™ (0).

VASTAUS: Tom(X,0) = Tomi1(X,0) = 132 +x* —x8 + - 4+ (=1)™™; M (0) = (—~1)M(2m)!, f@™1)(0) = 0;
m=0,1,2,....

562.

Muodosta funktion 11+ x) Maclaurinin polynomiT, (X, 0) tarkastelemalla ensin funktion derivaattaa ja kaytta-
malla geometrisen summan kaavaa.

VASTAUS: Tn(X,0) = x— 3x2+ 2x3 — x4 +- -+$xn.

563.

Olkoon f(x) = x3In(2+4x?). Maarita f €7 (0).

87!

VASTAUS: — 357"

564.

Olkoon funktionf toinen derivaattd” jatkuva valilla[a,a+ h], jolloin
f(at+h) = f(a)+ f/(a)h+}f”(a+19h)h2,

miss&d € [0, 1]. Osoita, ettéh — 2, kunh — 0, jos lisaksif” jatkuva jaf”(a) # 0.
VASTAUS:

13.2. Taylorin polynomin sovellutuksia

565.

Milla tarkkuudella Taylorin polynomi,(x,0) antaa funktiorf (x) arvot vélilla[—3, 1], kun f(x) on

a)vV1l+x, b)cox, c)tarx, d)e™
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VASTAUS: 8) ¥2 < 0.045;  b)sL, <0.0027; c)lzfcjj 11/22) <011; d)&e"¥2sin1(3+-sin(1/2)) < 0.050.

566.

Muodosta funktionf (x) = /8+ x Maclaurinin polynomiTz(x,0) ja arvioi erotukserf (x) — T3(x,0) itseisarvoa.
Mik& on taman ylaraja, kufx| < 4?

VASTAUS: T3(X,0) = 2+ £5X— 55X% + 55335C: [Ra(X,0)| < 55 v/4 < 0.066.

567.

Tutki, milla tarkkuudella funktion sir arvot voidaan laskea Maclaurinin polynomiig(x,0) avulla a) valilla
[—1,1], b) valilla[—3, 3].

VASTAUS:

568.

Tutki, milla tarkkuudella Maclaurinin polynonk — %x3 antaa sinifunktion arvot kulmille, jotka ovat valilla
[0°,10°].

VASTAUS: T3(x,0) = T4(x,0); |Rs(X,0)| < %(%) <1.4-10°.

569.

Montako termia funktion/x+ 1 Maclaurinin polynomiin on otettava, jotta valill!§72] olevien lukujen nelidjuuret
saataisiin lasketuksi viiden desimaalin tarkkuudella?

VASTAUS:

570.

Muodosta funktiolle cos sellainen Maclaurinin polynomi, joka approksimoi funktiota valj#ay, 7] tarkkuudella
1074

VASTAUS: Ts(X,0).

S571.

lImoita jokin vali, jolla T2(x, 0) approksimoi funktiota castarkkuudella 10°.
VASTAUS: [—+/0.00024 v/0.00024 > [-0.124,0.124 > [-7.1°,7.1°].

S572.

Milla tarkkuudella on

kun|x| <0.15?
VASTAUS: 0.15%/4 < 0.0057.

S573.

Laske likiarvo luvulle ¥ /e approksimaatiokaavasta
2

X
Sl x+=.
X+
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Arvioi virheen suuruutta ja merkkia.
VASTAUS: 25/32~0.781;—-0.0027< R;3 < 0.

S74.

Laske sopivaa Taylorin polynomia seka neljaa peruslaskutoimitusta kayttaen likiarvot seuraaville luvujlie: a) 1
tarkkuudella 104;  b) sin T tarkkuudella 10°;,  c) cos 10 tarkkuudella 103.

VasTaus: @) 1-1+2-14 L 14 1 L1 ~036786; b)/180~0.017453; c)1-1(&%)2~0.9848.

S75.

Maarita funktion sinkx — sinx aariarvot.

VASTAUS: Ei ole.

576.

Tutki, onko funktiolla

aariarvoa kohdassae= 0.

VASTAUS: Kyseessa on minimikohta.

S77.

Todista, etté arvoillx # 0 patee cos— coshx+ x% < 0.

VASTAUS:

S578.

Maarita raja-arvo

1 1 2

—V/1-x

lim Y
x—0 X4

muodostamalla vastaava Maclaurinin polynomi.

VASTAUS:

579.

Kayrillda y = f(x) jay = g(x) sanotaan olevan pisteessgvéhintdénkertalukua n oleva kosketugs funktioiden
arvot ja niiden derivaattojen arvot kertalukunsaakka yhtyvat tassa pisteessa. Maarita kaygée- ,/y = 2\/a
(a> 0) kaarevuusympyra pisteesgia) ja osoita, ettd kosketuksen kertaluku on 3 (mutta ei suurempi).

VASTAUS: (x—3a)?+ (y— 3a)? = 8a°.

580.

Kayrilla y = f(x) jay = g(x) sanotaan olevan pisteessgvahintaénkertalukua n oleva kosketuigs funktioiden
arvot ja niiden derivaattojen arvot kertalukunrsaakka yhtyvat tassa pisteessa. Maarita seuraavista parvista se
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kayra, jolla on mahdollisimman korkean kertaluvun kosketus kayrae* kanssa kohdassa= O:

a) kaikki ympyrat
b) paraabelit, joiden akselit ovat y-akselin suuntaiset
c) paraabelit, joiden akselit ovat x-akselin suuntaiset
d) kaikki paraabelit
e) kaikki toisen asteen kayrat

Mik& on kosketuksen kertaluku?

VASTAUS: @) (x+2)2+ (y—3)2 =8, kertaluku 2; by = 3x?+x+1, kertaluku 2; cx= —3y>+2y— 3,
kertaluku 2;  d) 4% +y? 4 4xy+ 14x— 20y + 19= 0, kertaluku 3; e) £ —y?+8xy+10x— 16y +17=0,
kertaluku 4.

581.

Kayrilld y = f(x) ja y = g(x) sanotaan olevan pisteessgvahintdan)kertalukua n oleva kosketums funktioi-

den arvot ja niiden derivaattojen arvot kertalukuisaakka yhtyvat tdssa pisteessa. Osoita, etté niiden paraabelien
polttopisteet, joilla on annetussa pisteessa toisen kertaluvun kosketus annetun kéyran kanssa, sijaitsevat ympy-
ralla, joka sivuaa kayrdd annetussa pisteessa ja jonka sdde on neljannes kyseiseen pisteeseen liittyvasta kayran
kaarevuussateesta.

VASTAUS:

13.3. Polynomiapproksimaatioista

582.

Eksponenttifunktiot@* approksimoidaan valillg-1, 1] ensimmaisen asteen polynomidla+ b. Maarita kertoimet
a ja b siten, ettéd saadaan paras tasainen approksimaatio, ts. approksimaatiovirheen maksimi on mahdollisimman
pieni.

VASTAUS:

13.4. Lagrangen interpolaatio

583.

Laske funktiollef (x) = 1+ x— x? tasavéliseen pisteistoon valilla 1, 2] liittyva a) ensimmaisen, b) toisen, c) kol-
mannen asteen interpolaatiopolynomi. Laske myds vastaavat virhetermit.

VASTAUS:

584.

Funktiotaf (x) = sinTx interpoloidaan valillg0, 1] tasavélisessa pisteistdssé astettéevalla polynomilla. Arvioi
virhetermia ja tutki, miten tma kayttaytyy, karkasvaa.

VASTAUS:
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13.5. Numeerisesta integroinnista

585.

Tarkastele luvun In2 laskemista integraaj"f‘ndx/x avulla: Laske integraali numeerisesti a) Riemannin summa-

na laskemalla funktion arvot osavalien alkupisteissa, b) Riemannin summana laskemalla funktion arvot osavélien
keskipisteissé, c¢) puolisuunikassaannolla, d) Simpsonin saanndlla. Jaa integroimisvali neljaén, kahdeksaan ja kuu-
teentoista osavaliin. Vertaa tuloksia.

VASTAUS:

586.

Laske edellisen tehtdvan numeerisen integroinnin virhetermit puolisuunnikassé&nnon ja Simpsonin sdannén ta-
pauksessa ja vertaa niité todelliseen virheeseen.

VASTAUS:

587.

Muodosta integraali, joka esittaa ellipsin?4+ 9y? = 36 kaarenpituutta. Laske tdma numeerisesti. (Integrointi
alkeisfunktioiden avulla ei onnistu.)

VASTAUS:

588.

Muodosta integraali, joka esittéda ellipsin kehan pituutta eksentrisyyden funktiona, kun ison akselin puolikas on
vakioa = 1. Piirrd kuvaaja, joka osoittaa, miten kehéan pituus riippuu eksentrisyydesta. Mitka ovat funktion tarkat
arvot tarkasteluvalin paatepisteissa?

VASTAUS:

589.

Muunna epéoleellinen integraali (jota ei voida integroida alkeisfunktioiden avulla)

" 00
2
/ e “dx
0

sijoituksellat = x/(1+ x) rajoitetun vélin yli otetuksi integraaliksi ja laske se numeerisesti jollakin tietokoneoh-
jelmalla. Sijoituksen jélkeinen integraali on myds epaoleellinen, mutta tasta aiheutuvat ongelmat voidaan vaistaa
poistamalla integroimisvalista (todella) pieni osa singulariteetin ympérilta. Vertaa tulosta tarkkaan gmvtn

VASTAUS:
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