1. Lukujonot ja vakiotermiset sarjat

1.1. Lukujono
1.

Todista, ettd lukujonday) suppenee ja sen raja-arvo g2, kun jono méaaritellaén rekursiivisesti

ag =0, au1=1/2+va, k=0,12,....

Esité yhtalo, josta raja-arvo voidaan ratkaista.

VAsTAUS: a* —4a2 —a+4 = 0; raja-arvoa = — 3 + ﬁ(?/?g— V22414 /794 v/2241) ~ 1.831177207208.

N

2.

Lukujono (ax) maaritellaan rekursiivisesti

=1 A= X k=123...

1+a
Maarita limy a.
VASTAUS: 0.
Olkoon
0= 5 xeR keN
k - 1—|—X2k’ b .

Madrita lim_.. fx(X) kaikilla x € R. Piirré funktioidenfy kuvaajia. Millainen on raja-arvofunktion kuvaaja?

VASTAUS:

4.

Tutki, suppenevatko seuraavat kompleksiset lukuj@ngt

ik kik (1+i)k
a)zk_Ev b)zk_ma C)Zk— K .
VASTAUS: a) Suppenee; b) ei suppene; c) ei suppene.
Tutki, suppenevatko seuraavat kompleksitason lukujoznot
ik T eikT[/4 (l—l—i)k
a)zk—\Tﬁ(’ b)Zk—E'i‘F’ C)Zk—T-

Onko jonoilla kasautumispisteita? Piirrd jonojen pisteitd kompleksitasoon.

VASTAUS: a) Ei suppene, kasautumispisteet, +i; b) suppenee, raja-anmm/2; c) ei suppene, ei kasautu-
mispisteita.

6.

Olkoonsy yksikkdympyran sisdan piirretyn saannélliséak&iimion sivun pituus. Johda rekursiokaava, jossa
lausutaan edellisen luvigy avulla. Mikd on sopiva alkuarvo taten saatavalle rekursiivisesti maaritellylle jonolle?
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VASTAUS: Sci1 = S/1/2+1/4— S5 5= V2.

7.

Muodosta edellisen tehtédvan jonon avulla lukujdpg), missa jonon luvut esittévat yksikkdympyran sisaén piir-
retyn X-kulmion piiri&. Laske tAmé&n jonon termejé ja yritd saada ndiden avulla niin tarkka approksimaatio luvulle
mtkuin mahdollista. Kuinka monta oikeata desimaalia saadaan?

VASTAUS:

8.

Lukujono muodostetaan rekursiokaavatia ;1 = 1 — ax3, misséxp = 0. Parametrillea patee 0< a < 2. Tutki
kokeellisesti, miten jono kayttaytyy suurilla indeksimrvoilla: laske 100 — 200 jonon lukua ja tulosta sen jalkeen
nakyviin 10 — 20 seuraavaa lukua. Tarkastele erityisesti parametriavo@5s, 0.8, 1, 1.3, 1.39, 1.6.

VASTAUS:

9.

Onko edellisen tehtavén jonolla raja-arvoa? Lausu raja-arvo pararadédritiona ja piirra funktion kuvaaja. Mita
mahdetaan tarkoittaa kasitteiljiraja-arvoja alaraja-arvo(limsup, liminf, limes superioylimes inferio)? Enta
lukujononkasautumispisteel®&

VASTAUS:

1.2. Vakioterminen sarja

10.

Laske sarjan
l 1
k; (2k—1)(2k+1)
osasummia pienilla indeksin arvoilla ja arvaa ndiden perusteella osasusptaaseke. Todista arvauksesi. Osoita,
etta sarja suppenee ja maarita sen summa.

VASTAUS:

11.

Laske sarjan
> 1
kzl (3k—2)(3k+1)
osasummia pienilla indeksin arvoilla ja arvaa ndiden perusteella osasusptaaseke. Todista arvauksesi. Osoita,
etta sarja suppenee ja maarita sen summa.

VASTAUS: §, = Nn/(3n+1); summa= 3.

12.

Laske sarjary_; 1/k? osasummia, ja tutki, miten lahelle sarjan summaa paastaan. Tarkka ardg@nrutki
samalla tavoin sarjaa
i 1

k;) (2k+1)%
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jonka summa omt* /96.

VASTAUS:

13.

Todista, ettd suppenevan sarfgfl ; ax termien joukko{ ax | k € N'} on rajoitettu.

VASTAUS:

14.

a) Olkoony ., a suppeneva sarja. Todista, etté jokaisellaN myos sarja§°k°:pak suppenee. b) OlkooRiy_; ax
hajaantuva sarja. Todista, etta jokaisglla N myos sarjaﬂ":pak hajaantuu.

VASTAUS:

15.

a) Todista, ettd jo§ ., a suppenee jgy_; bk hajaantuu, niiry ¢, (ax + bk) hajaantuu. b) Nayté esimerkilla, etta
j0S Y18k ja 31 bk hajaantuvat, niiry ., (ax + by) voi olla suppeneva sarja.

VASTAUS:

16.

Olkoon y°_; & suppeneva sarja ja sen sumema. Osoita, etté sarjg,_;(ax + ax12) suppenee, ja maéritd sen
summa.

VASTAUS: 25— a; — ap.

17.

Osoita oikeaksi tai vaaréaksi seuraavat vaitteet: ajydbs ax suppenee, niin mydg,’ ; (ax + aﬁ) suppenee. b) Jos
S r_, a2 suppenee, niin mySsy_; (a+a2) suppenee.

VASTAUS: a) Vaara; b)vaara.

18.

Todista: Jos sarjd |ax| suppenee, niin myds sarfaay suppenee. Pateeko kaanteinen lause?

VASTAUS:

19.

Olkoot (ax) ja (bx) kaksi lukujonoa, joille pateey = by 1 — by, k=1,2,3,.... Osoita, etté sarjg a, suppenee,
jos ja vain jos jondby) suppenee.

VASTAUS:
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