2. Sarjojen suppenemiskriteereja

2.1. Geometrinen sarja

20.

Tutki, milla arvoillax € R sarja

g <2x— 1 ) K
o \3x+1
suppenee. Maaritd summafunktio ja piirréd sen kuvaaja.

VASTAUS: Suppenee, jos < —2 taix > 0; summa= (3x+1)/(X+2).

21.

Mill& muuttujanx € R arvoilla sarja
0
> tarf x
K=0
suppenee? Miké on sen summa? Piirrda summafunktion kuvaaja.

VASTAUS:

22.

Tutki, milla arvoillax € R sarja

zozkcoszksinzkx
k=

suppenee. Madritd summafunktio ja piirré sen kuvaaja.

VASTAUS: JOs—T1/4+4 N < X < /44 n1i(n € Z), niin summa= 1; pisteiss& = 11/4+ n11/2 summa= 0; muulloin
sarja hajaantuu.

23.

Milla reaalisilla muuttujarx arvoilla sarjay ;g e suppenee? Miké on talléin sen summa?

VASTAUS: X > 0; summa= €*/(e* — 1).

24.

Méaarita sarjan
0 X2

k; (L+x2)k

VASTAUS: Summa= 1+ ¥, josx # 0; origossa= 0; epajatkuva origossa.

summa. Onko summafunktio jatkuva?

25.

Kehita funktio
f(x)=——, a#0,b#0
(0= Tpe 2F0bAD
sarjaksi a) muuttujar nousevien, b) sen laskevien potenssien mukaan. Milla muuttujan arvoilla sarja suppenee?
VASTAUS a)gk 1)b*xK /a1, x| < |a/bl;
b) Tk=o(— b"“X"*l ) X > |a/b.
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20.

Akhilles ja kilpikonna juoksevat kilpaa. Akhilles juoksee kymmenen kertaa niin nopeasti kuin kilpikonna. Varmana
voitostaan Akhilles antaa kilpikonnalle yhden stadionin (164 — 192 metria muinaiskreikkalaisesta paikkakunnasta
riippuen) etumatkan. Kun Akhilles on juossut yhden stadionin, on kilpikonna juossut stadionin kymmenesosan
ja on siis taman verran edelld. Kun Akhilles on juossut taman kymmenesosan verran liséa, on kilpikonna juossut
yhden sadasosastadionin lisa ja on edelleen edella. N&in kilpailu jatkuu loppumattomiin kilpikonnan jatkuvasti
johtaessa. Eikd Akhilles voitakaan? Jos voittaa, niin miten pitkdn matkan juostuaan han ohittaa kilpikonnan?

VASTAUS: Ohltus stadionin kohdalla.

2.2. Positiivitermiset sarjat

27.

Tutki seuraavien sarjojen suppenemista annettuja positiivitermisten sarjojen suppenemistesteja kayttaen:

o0 1+ k 2 . .

a , vertailutes

) k; (2+ k2> E

3 Kesin. suhdetesti
K=1 2
© (14 1)« o

C) — juuritesti
2 3
z KK’ integraalitesti

VASTAUS: a) Suppenee; b) suppenee; c) suppenee; d) hajaantuu.

28.

Olkoona > 0. Tutki integraalitestia kayttden, suppeneeko sarja
> 1
k; k(Ink)a
Perustele myds, miksi integraalitestia voidaan kayttaa. Miten sarja kayttaytyy Jd¥?

VASTAUS: Suppenee, jos ja vain jas> 1.

29.

Tutki vertailutestien avulla seuraavien sarjojen suppenemista:

k

00 0 1 0
o (VK
RGP A P

VASTAUS: a) Suppenee; b) hajaantuu; c) hajaantuu.

30.

Olkoona > 0. Muodosta sopiva vertailusarja, jolla voidaan tutkia sarjan

e Vki—1
kZ2 k2o — 1
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suppenemista. Milla parametrinarvoilla sarja suppenee, milla hajaantuu?

VASTAUS:

31.

Olkoonp,q e N, 0< g < p. Tutki seuraavien sarjojen suppenemista:

VASTAUS: a) Suppenee; b) suppenee;

32.

Tutki seuraavien sarjojen suppenemista:

1

)y i
k; k> —k+3

VASTAUS: a) Suppenee; b) hajaantuu;

33.

Tutki seuraavien sarjojen suppenemista:

0 k2k )
a IR
) 2% Z

VASTAUS:

34.

Tutki seuraavien sarjojen suppenemista:

) 5 VEFLoVK
k=1

VASTAUS: a) Suppenee; b) suppenee;

35.

Tutki seuraavien sarjojen suppenemista:

1+k2)

3) Z <1+k3

VASTAUS:

36.

Tutki seuraavien sarjojen suppenemista:

> VK + \/kTX

a)
y k

=1

hd 1
b) Y —=
) k; pk— oK

C) suppenee.

) 2 k2+1

¢) hajaantuu.

=~

1+k3 K

T qzwp

2 k+1 > 1
b) > —-s c)

)k; 2Kk k; (Ink)k

C) suppenee.

© kP41 (k+2)!
)qu 7 PaeEN, C)ZSkkl :
a>0 b)iik c)i('”")k
’ L e & ko
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VASTAUS:

37.

Olkoona € R. Tutki seuraavien sarjojen suppenemista:

2 Ink 2 (Ink)® > 1
< 92 @k

VASTAUS: @) Suppenee, jos ja vain jos> 1; b) suppenee, jos ja vain jos< —1; c) suppenee, jos ja vain
josa > 1.

38.

Olkoon
kk
RCILY
Osoita, etta lim_.. ax = 0 tarkastelemalla sarjggay.

VASTAUS: Osoita sarja suppenevaksi suhdetestilla.

39.

Todista: Jogy > ap > --- > & > a1 > --- > 0 ja sarjay ax suppenee, niin lifg,, kag = 0.

VASTAUS: Sovella Cauchyn suppenemiskriteeria.

40.

Osoita esimerkilld, etté jos edellisessa tehtévassa luovutaan {agoeoskevasta monotonisuusoletuksesta, niin
vdite ei enda valttamatta pade.

VASTAUS:

2.3. Vuorottelevat sarjat

41.

Osoita, etté sarja
< (~10)"

2, K

K=1
suppenee. Maarita sarjan summa yhden tuhannesosan tarkkuudella.

VASTAUS:

42.

Tutki seuraavien sarjojen suppenemista:

2 (—1)k 2 (1)K o i
a) ., b) .oy —.
& k—Ink & VK & K

VASTAUS: a) Suppenee; b) hajaantuu; c) suppenee.

m-Treeni versio 2.0, 4.9.2000; TKK, matematiikan laitos



43.

Tutki seuraavien sarjojen suppenemista:

il Ink 2 (—1)k hd
A3 VT By e 0 3 (U VREL-VE),
VASTAUS:
44,
Arvioi, montako termia on otettava sarjasta
00 Xk
Pa

K=1
jotta sen summalle pisteessé: f% saataisiin likiarvo, jonka virhe or 10-4?

VASTAUS:

45.

Luku tvoidaan laskea seuraavista sarjoista:

o4k = 2/3a
n_k;) k1 & (K1)

Kuinka monta termia sarjoihin on otettava, jottgaataisiin 10 desimaalin tarkkuudella?

VASTAUS: 40 miljardia termid; 20 termiéa.

46.

Tarkastellaan sarjagy_; ax, missa
1 1
ap-1= ——, ap=——7—=—"r, =123,....
1= Upri-1 =" prirr P

Kirjoita sarjan kahdeksan ensimmaista termia. Osoita, etta sarja hajaantuu ryhmittamalla termit kahden termin
ryhmiin (ts. laskeapp_1 + agp). Miksi sarjaan ei voida soveltaa Leibnizin lausetta?

VASTAUS:

47.

Olkoony g ; a suppeneva positiiviterminen sarja. Osoita, etta talldin myos SgtiaaZ suppenee. Pateekd vite
yleisesti, jos luovutaan lukujesy positiivisuudesta?

VASTAUS:

48.

Laske jonkin symbolisen tietokoneohjelman avulla harmonisten sarpfenl/kP summia. Millaisia tuloksia
saadaan luvump eri arvoilla? Enté jos kaytetaan eksponenttina symhgffidTuloksissa esiintyy n&iemannint-
funktionarvoja. Talla funktiolla on tiettya kuuluisuutta mm. siihen liittyvien avoimien matemaattisten ongelmien
VUOKSsi.)

VASTAUS:
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