4. Funktiojonot ja funktiotermiset sarjat

4.1. Funktiojono ja funktioterminen sarja

60.

Tutki, milld muuttujanx € R arvoilla funktiojono( fi) suppenee, kun

2k k

2 k
=& b) fi(x) = 1 ¢) f(x)

X

a) fx(x) = 1

Mik& on rajafunktio?

VASTAUS: &) Suppenee, kux| > v/2; rajafunktiof (x) = 0, kun|x| > v/2; f(x) = 1, kun|x| = v/2;
b) suppenee, kupx| > 1; rajafunktiof (x) = O;
C) suppenee, kurn# —1; rajafunktiof (x) = 0, kun|x| # 1; f(1) = %

61.

Tutki, millda muuttujanx € R arvoilla sarjas ¢, fx suppenee, kun

2k k

a) fx(x) = T b) fk(x) = x2k27+1’ c) fk(x)

R
Piirra summafunktion kuvaaja.
VASTAUS: @) x| > v2; Db)|x|>1; c)|x #1.

4.2. Pisteittainen ja tasainen suppeneminen

62.

Maarité funktiojonon

X2n

fn(x) = 1+X2n
rajafunktio joukoss®. Piirra funktioidenf,, kuvaajia. Onko suppeneminen tasaista?

VASTAUS: Rajafunktiof (x) = 0, kun|x| < 1; f(x) = 1, kun|x| > 1; f(x) = 1, kun|x| = 1.

63.

Tarkastellaan reaalilukujoukossa funktiojonoja

f(X) ja gn(x) = f(x).

T 1ine
Piirra funktioiden kuvaajia. Tutki, suppenevatko funktiojonot tasaisesti. Millaisia ovat rajafunktiot?

VasTaus: Jono(fn) suppenee tasaisesti, jofmy) ei; rajafunktiotf (x) = 0 Vx jag(x) =0, josx # 0, g(0) = 1.

64.

Tarkastellaan reaalilukujoukossa funktiojonoja

__sinnx
n

fn (%) ja gn(x) = fa(x).

Piirré funktioiden kuvaajia. Tutki, suppenevatko funktiojonot tasaisesti. Millaisia ovat rajafunktiot?
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VASTAUS:

65.

Olkoon
fx)=mx(1-x)", xe[0,1].

Ma&arita rajafunktiof (X) = limn_. fn(X) ja tutki, onko suppeneminen tasaista. Piirr& funktioiden kuvaajia.

VASTAUS:

66.

Olkoon
fo(x) = lim (cosn'Tx)??, xR, peN.

p%oo

Suppeneeko funktiojondf,) kaikilla x € R? Mink&lainen on rajafunktio? Tarkastele erikseen muuttujan
rationaali- ja irrationaaliarvoja.

VASTAUS:

67.

Osoita, ettd sarja
Z sinkx

K
2 2
suppenee tasaisesti jouko&aPiirra summafunktion kuvaaja.

VASTAUS:

68.

Osoita Weierstrassin testia kayttaen, etta sarja

[«

X
k; k(1+kx2)
suppenee tasaisesti jouko&a
VASTAUS: Valitse My = termin itseisarvon maksimi.
Osoita, ettd sarja
o 2
KX+ k

k=1

suppenee tasaisesti jokaisella rajoitetulla vaJifta, a). Voidaanko tarkastelussa kayttaa Weierstrassin testia? Enta
Leibnizin lausetta?

VASTAUS: Leibnizin lausetta voidaan kayttaa, Weierstrassin testia ei.

70.

Tutki, suppeneeko sarja
d X
kZO 14+ k2x2

tasaisesti valill0, «o[. Onko suppeneminen tasaista vél{liéoo[, misséa > 0?
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VASTAUS:

/1.

Osoita Weierstrassin testia kayttéaen, etta funktioterminen g@ggw suppenee tasaisesti kompleksitason
ympyrérenkaassa2 |z| < 3.
VASTAUS:

72.

Osoita, ettd sarja
i coskx
& 106
suppenee tasaisesti kaikikee R. Laske sarjan summa pisteiss& 0, T, 7.

VASTAUS:

73.

Tutki, suppeneeko sarja
hd 1
212
kZO k?+z
tasaisesti siind kompleksitason joukossa, joka saadaan poistamalla termien nimittdjien nollakohdat yfapyrasta
R (Rvakio).
VASTAUS:

74.

Oletetaan, etté sarjg fx(X) suppenee tasaisesti § f(x)| pisteittéin valilla[a, b]. Seuraako tésté, eti| fi(X)|
suppenee tasaisesti ko. valilla? Tarkastele esimerkkina funkfigita= (—1)x*(1—x) valilla [0, 1].

VASTAUS:

4.3. Tasainen suppeneminen ja jatkuvuus

75.

Tutki, milla muuttujanx € R arvoilla sarja
hd X

k; (1+x)k

suppenee ja maaritd sen summa. Piirrd summafunktion kuvaaja. Onko summafunktio maarittelyalueessaan jatkuva?
Suppeneeko sarja tasaisesti valjdal]? Enta valilla[1,2]? Perustele vastauksesi.

VASTAUS:

/6.

Osoita, etté sarja
> sinkx

2 1@

K=1
suppenee tasaisesti koko reaalilukujoukossa. Onko sarjan summafunktio jatkuva? Piirrd tdman kuvaaja.
VASTAUS:
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4.4. Termeittain derivointi ja integrointi

77.

Funktiojono(f,) maaritelladn seuraavasti:

n2x, kunx € [0, 1],
fa(X) = ¢ —M?x+2n, kunxe [,2],
0 muulloin

Mé&aéritd jonon rajafunktio. Pateekd

1 1
lim fa(x)dx= [ lim fo(x)dx?
n—o /o 0 N—o

VasTAaus: Rajafunktiof (x) = 0 Vx; ei pade.

/8.

Olkoong: [0,1] — R jatkuva funktio ja olkoon(f,) edellisen tehtédvan funktiojono. M&arita

lim ’ fa(X)9(x) dx

n—oo O

VAsTAUS: g(0).

79.

Laske sarjojen
—kx —kx
e ja ke
2 2
summafunktiot. Milla muuttujan arvoilla sarjat suppenevat?

VASTAUS:

80.

Laske sarjan

8

1

L2

1

1
summa laskemalla ensin integrafifi X~ dx Perustele laskusi.

VASTAUS: In2.

81.

Osoita, ettd sarja

s(x) = i ke kX
=1
)dx.

suppenee tasaisesti vali[lh 2] ja laske integraalfl2 s(x

VASTAUS:
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82.

Osoita, ettd sarja
® sin XX

2 ok

k=1

suppenee tasaisesti kaikikac R. Voidaanko sarja derivoida termeittain? Piirrd alkuperaisen sarjan ja termeittain
derivoimalla saadun sarjan osasummien kuvaajia.

VASTAUS:

83.

Tutki, milla arvoillax € R funktio
SRS
K=1

on méaritelty. Milla alueella summafunktion derivaatta ja integraalifunktio voidaan muodostaa termeittain derivoi-
malla ja integroimalla?

VASTAUS: Méaritelty, kunx < 0; voidaan derivoida termeittéin, kun< O; integroida, kurx < 0.
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