5. Potenssisarjat

5.1. Maaritelma ja suppeneminen

84.

Maarita seuraavien potenssisarjojen suppenemisympyrat:
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VASTAUS: a) Koko kompleksitaso; py=0,R=1; c)zp=i,R=4.

85.

Ma&aritd seuraavien potenssisarjojen suppenemisympyrat:
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k=0

VASTAUS:

86.

Mé&aritd seuraavien potenssisarjojen suppenemisympyrat:
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VASTAUS:

87.

Mé&aérita potenssisarjan

suppenemissade. Piirrd summafunktion kuvaaja.

VASTAUS:

88.

Mé&aérita potenssisarjan

ki(—l) zk

suppenemissade ja summa palauttamalla se sopivaan geometriseen sarjaan.

VASTAUS:

89.

Laske sarjan

S — 1)Kot
k;( )
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summa tulkitsemalla se erdan toisen sarjan derivaataksi. Mika on sarjan suppenemissade?
VASTAUS: —x/(14x%)?,R=1.

90.

Osoita, etta sarjgy_, k/ 3¢ suppenee ja maaritd sen summa.

VASTAUS:

91.

Funktio f maaritelladn potenssisarjan summana

o 1
(@=3 or o5’

suppenemisympyrassa. Piirra funktion kuvaaja, kun muutttggitetaan reaaliseksi.

VASTAUS:

92.

Potenssisarjan

00

z Cka

K=1
kertoimet toteuttavat rekursion

ci=1 Cuy1= (kkzlnktl> o, keN.

Mé&éritd sarjan suppenemissade ja piirrd summafunktion kuvaaja reaalialueella summeeraamalla sarjan termeja.
Piirrd osasummien kuvaajia myds jonkin matkaa suppenemisalueen ulkopuolelle.

VASTAUS: 2.

93.

Mill& muuttujanx € R arvoilla sarjay y_; aXk suppenee, kun tiedetaan, ettd a, < k? kaikilla indekseillak?

VASTAUS: —1 < x< 1.

94.

Kehita funktio 1
=1

potenssisarjaksi lausekkeer- i potenssien mukaan muokkaamalla funktion lauseke sopivan geometrisen sarjan
summan muotoon. Mik& on sarjan suppenemisympyra?

VASTAUS:

95.

Kehité funktio 1
f@=1—
potenssisarjaksi lausekkees 3 potenssien mukaan. Mik& on sarjan suppenemisympyra?

VASTAUS:
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96.

Muodosta origokeskinen potenssisarja funktiolle

1
f(z) = :
Mita voidaan sanoa taman suppenemisjoukosta?
VASTAUS: ¢ 512 suppenee, kufz| < v2.
Muodosta funktion
f(2) = 2z2+5
- 242z+5

osamurtokehitelméa kompleksialueella. Tulkitse syntyneet termit lausek&ednpotenssien mukaan etenevien
geometristen sarjojen summiksi ja muodosta funktion potenssisarja pisteeds#rvioi sarjan kertoimien avul-

la numeerisesti suppenemissadettd. Milla reaaliakselin avoimella valilla sarja suppenee? Miten suppenemissade
suhtautuu nimittajan nollakohtiin?

VASTAUS:

98.

Olkoon funktio f méaaritelty potenssisarjan avulla:

X
(2)= k; (k+1)!
Merkitaan 1 “ B
k
T2 kZO k! 2

tdssaBg, B1, By, ... ovatBernoulli'n lukuja Maarita viisi ensimmaista Bernoulli'n lukua muodostamalla sarjojen
Cauchyn tulo.

VASTAUS:

5.2. Taylorin sarja

99.

Olkoon ,
f(x)=e ¥ kunx#£0, ja £(0) = lim f (x).
X—
Muodosta funktionf Maclaurinin sarja.

VASTAUS:

5.3. Alkeisfunktioiden Taylorin sarjat

100.

Muodosta funktiorarctark Maclaurinin sarjat pisteissé= 1 jax = 1/4/3. Todista, ettd nama suppenevat ja etta
niiden summat ovaarctan jaarctar{1/4/3). Miten naiden avulla voidaan laskea luvariikiarvoja? Montako
termi& tarvitaan, jottar saadaan 10 desimaalin tarkkuudella?

m-Treeni versio 2.0, 4.9.2000; TKK, matematiikan laitos



VASTAUS:

101.

Sinifunktion arvoja lasketaan Maclaurinin sarjasta véalillar, 12r] ottamalla huomioon 60 nollasta eroavaa ter-
mid. Arvioi talloin syntyvaa virhettd Leibnizin testin virhearvion mukaisesti. Piirra sinifunktion kuvaaja ja approk-
simaatiofunktion kuvaaja. Havainto? Sen selitys?

VASTAUS:

102.

Muodosta origokeskinen potenssisarja funktiolleLia x) ja tmé&n avulla funktiolle

1+x
f(x)=In—-.
) n1—x

Mitk& ovat sarjojen suppenemissateet? Minké& lukujen logaritmit jalkimmaisen sarjan avulla voidaan laskea?

1+x : - . -
VASTAUS: In %( = Yr o0 257X**1, R=1; voidaan laskea kaikkien lukujen logaritmit.

103.

Juurelle/x voidaan laskea likiarvoja kirjoittamalla juurrettava muotoos p" +y ja kehittdmalla funktiol/x =
f(y) = (p"+y)¥" binomisarjaksi. Tass@ on sellainen luonnollinen luku, jonkas potenssi lahella lukuz
Tutki approksimaatiota tapauksessa [15600 15650, n = 6. Miten saavutettava tarkkuus riippuu binomisarjaan
otettavien termien lukumaéarasta? Tutki erityisesti juurdllE5620 saatavia likiarvoja.

VASTAUS:

104.

Esitd binomisarjaan perustuva menettely, jolla funktet+ bx)? (a # 0, b # 0, x € R) voidaan kehittaa sarjaksi
pisteess& = c. Mik& on kehitelman suppenemisvali?

b(x—c)
a+bc

a
VasTaus: (a+bx)® = (a+bc)® [1+ ] , [x—c| <|(a+bc)/b.

105.

Muodosta origokeskiset Taylorin sarjat funktioil ja e2. Laske naiden Cauchyn tulo ja totea, etté se on lausek-
keene” 2 Taylorin sarja.

VASTAUS:

106.

Esita funktioidene® ja e * origokeskiset Taylorin sarjat. Muodosta ndiden Cauchyn tulo. Millaisia lukuja ovat
tdman kertoimet?

VASTAUS:

5.4. Eri tapoja muodostaa Taylorin sarja

107.

Johda Maclaurinin sarja funktiolle $ir. Tapoja on useita; esita ainakin kolme.
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VASTAUS:

108.

Muodosta Maclaurinin sarja funktiolle casainakin kolmella eri tavalla.
VASTAUS:

109.

Muodosta funktiolleg* cosx potenssisarja a) kayttaen Cauchyn tuloa, b) tarkastelemalla kompleksista eksponent-
tifunktiota €.

VASTAUS:

110.

Esita vahintaan kolme eri tapaa muodostaa funiaimsirx Maclaurinin sarja. Mik& on sarjan suppenemisympyra
kompleksitasossa?

VASTAUS:

111.

Muodosta funktiony = tanx Maclaurinin sarjay = z°k°=0akx" sijoittamalla tdhan sarjaan funktion= arctary
Maclaurinin sarja ja vaatimalla, etté tulos ery.

VASTAUS:

112.

Laske funktione' kaikkien derivaattojen arvot origossa sarjakehitelméan avulla.
VASTAUS:

113.

Etsi sellainen potenssisarja, ettd taman Cauchyn tulo itsensa kanssa on

[ (_1)k+l
k; 2(2K)! z

Mika tunnettu trigonometrian kaava on kyseessa?

VASTAUS: Funktion sir{z/2) potenssisarja; sfiiz/2) = 1(1— cosz).

114.

Johda Maclaurinin sarja funktiolle: R — R,

X 2
f(x):/ et
0

Mill& arvoilla sarja suppenee? Laské€l) kymmenen desimaalin tarkkuudella. Laske tulos myds integroimalla
numeerisesti.
(~1¥

VASTAUS: Si mxﬂ‘“, suppenee kaikkiallaf; (1) ~ 0.7468241328.

115.

Muodosta funktiollef : R — R,

o
f(x) = / L";txdt,
0
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origokeskinen Taylorin sarja. Milla muuttujararvoilla sarja suppenee?
(_1)kx4k+2

VASTAUS: 5o (2k+1)1(2k+1)

; suppenee kaikilla.

116.

Piirra funktion

o
f(x):/ SINtX it
o t

kuvaaja, kurx € [0,10Q]. Etsi nelidesimaalinen likiarvo luvullg(10).

VASTAUS:

117.

Laske viisidesimaalinen likiarvo integraalille

L
SIinx
/ 2 dx
0 X

sarjakehitelmad kayttaen.

VASTAUS:

118.

Laske viisidesimaalinen likiarvo integraalille

11
| dx
0 X

sarjakehitelmaa kayttaen.

VASTAUS:

1109.

Kehité sarjaksi muuttujar potenssien mukaan funktio

¢ - /2 dt
(X)_-/O V1—x2sirft’

VASTAUS:

120.

Muodosta jonkin symbolisen tietokoneohjelman avulla funktion

2

B e
" cosx

f(x)

Maclaurinin sarjan osasummia. Piirra osasumien kuvaajia ja vertaa niita itse funktioon.

VASTAUS:

121.

Muodosta Maclaurinin sarjdresnelin integraaleille
X . X
S(x):/ sint?dt, C(x):/ cogt?dt.
Jo 0
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Milla muuttujanx arvoilla nama sarjat suppenevat?

VASTAUS:

122.

Muodosta astetta 10 olevat Taylorin polynomit funkti@i€sirnx pisteiss&x = 0 jax = % Piirrd funktion ja poly-
nomien kuvaajat.

VASTAUS:
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