9. Epaoleelliset integraalit; integraalin derivointi parametrin suhteen

9.1. Epaoleelliset taso- ja avaruusintegraalit

271.

OlkoonA={(x,y) | x>0, y > 0}. Osoita hajaantuminen tai laske arvo epéoleelliselle tasointegraalille
//(x+y)efxfydxdy
A

VASTAUS:

272.

Olkoona>0,b>0,A={(x,y) | x>0, y > 0}. Laske ep&oleellinen integraali

/ e7(ax+by)2 da
A

sijoituksellau = ax+ by, v=y/x.

VASTAUS:

273.

Tutki, onko seuraava epéoleellinen integraali olemassa:

//%dx"y A={(xy)|0<x<1 0<y<1}.
A

VASTAUS: Ei.

274.

OlkoonA = {(x,y) | X2 +y? < 1}. Laske arvo tai osoita hajaantuminen tasointegraaleille
1
a) / in—da b) / Xr—)fda; = /X1y
A A
VASTAUS:

275.

Milla kokonaislukuarvoillap avaruusintegraali

X
/r—pdv

B
suppenee, kuB on yksikkopallo{ (x,y,2) | x> +y?+ 2> < 1}? Tassé om = /x2 +y2 + 22.
VASTAUS: p < 4.

276.

Laske epéoleelliset integraalit
a) / e?dx  b) / / e Fdxdy ) / / / e -2 dxdydz
R R2 R3
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VASTAUS:

277.

Laske arvo tai osoita hajaantuminen tasointegraalille
/ / dxdy
1+X2+y2
VASTAUS:

278.

Laske arvo tai osoita hajaantuminen avaruusintegraalille

/// dxdydz
), (1+x2+y2+22)%

VASTAUS:

279.

Olkoon f : R? — R koko tasossa jatkuva ja rajoitettu funktio. Olkoon olemassa vakioja o > 2 siten, etta

r>a= 0<f(xy <-—

missar = /X2 +y2. Osoita, etta epaoleellinen integradlif suppenee.
R2

VASTAUS:

280.

Olkoon funktio f : A c R? — R jatkuva ja rajoitettu mitallisessa joukosagaitsi pisteesséxg, yo) € A. Olkoon
edelleen olemassa vakiofa o < 2 siten, etta

C
[(Xx—X0)?+ (Y — Y0)?]%/?

muualla paitsi pisteesg3o, yo). Osoita, ettd epéoleellinen integraglif suppenee.

0< f(xy) <

VASTAUS:

9.2. Integraalin derivointi parametrin suhteen

281.

Muodosta seuraavat derivaatat laskematta integraalia ensin:

d rx d /sint d /€Int
a)a(/ltdt’ b)oTx./o e CoTx./z T

Tarkista tulos integroimalla ensin ja sen jalkeen derivoimalla, mikali mahdollista.

VASTAUS:
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Muodosta -

— [ In(1

= /0 n(1+tx)dt
a) derivoimalla integraalimerkin alla, b) integroimalla ensin.

VASTAUS:

283.
Olkoon

sinx
f(x):/ V1-t2dt, xeR.
C

0SX

Laskef’(x) valilla [0, 5. Esité funktiollef yksinkertaisempi lauseke talla valilla laskematta eo. integraalia. Onko
funktio koko reaaliakselilla jaksollinen? Piirra funktion kuvaaja.

VAsTAUS: f/(x) = | cosx|cosx+ | sinx|sinx;
f(x):x—l{l,ogxg U

_n i i
f(x)=7—3sin2X 5 <x<Tm,

f(x) =3 —x m<x< 3,
f(x) = 3sinx— T, 3 <x<2m

jatketaan 2Zr-jaksoisesti.

Funktio f maaritelladn asettamalla

A/t gi
f(t):/ SMX 4 t>o0.
J1 X

Laskef'(t).

VASTAUS:

285.

Olkoonx > —1. Laske integraali
1
f(x) = / tXdt
0
ja derivoi saatu yhtald puolittain muuttujarsuhteem kertaa.

VASTAUS:

286.

Milla muuttujant arvolla funktio

saa suurimman arvonsa?

VASTAUS:

287.

Yhtald
y X

/édt+/ sintdt = 0
0 0

maadrittelee funktiory(x). Lausu implisiittisté derivointia kayttaen integraaleja laskemgttd muuttujienx jay
avulla.
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VASTAUS:

288.

Laskef’(x), kun
X ~1/x
a) f(x) = /O e’dt, b)) f(x) = /f/ cogxt?)dt (x> 0).

VASTAUS:

289.

Olkoon
2 1
F(s) :/ d s> 0.
0

g

Laske integraali. Totea, etté integraalimerkin alla derivoimisen edellytykset ovat voimassa ja laske déti{gatta
seka integraalimerkin alla derivoimalla etté4 suoraan laskemastasi lausekkeesta. Miten tulosta voidaan kayttaa inte-

graalin
[
0 (1+x2)2

laskemiseen?

VASTAUS:

290.

Funktion o
F(s):/ f(s,t)dt, missaf(s,t):s3e*52t,
0

derivaattad'(0) ei voida laskea derivoimalla integraalimerkin alla. Totea, etta asiaa koskevan lauseen oletukset
eivéat ole voimassa: ei ole olemassa sellaista funkti(tta etta

(sl <o) Vse[-11] ja ./(;°°9<t>dt<oo.

VASTAUS:

291.

Maarita funktion -
F(s):/ e Stdt, s>0,
0

kaikkien kertalukujen derivaatat derivoimalla integraalimerkin alla. Miksi derivointi on sallittua? Johda derivaat-
tojen avulla tulos
/ t"etdt=n!, neN.
0
VasTaus: F("(s) = (—1)" [y’ t"e Stdt, s> 0.

292.

Gammafunktiondaritellaén integraalilla

I‘(x):/ t“le7tdt, x>0
0
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Mitd edellinen tehtava kertoo gammafunktion arvoista, kun argumenttina on luonnollinen luku? Piirra gamma-
funktion kuvaaja. Tarkastele talldéin myds negatiivisia muuttujan arvoja; funktio maaritellaan nailla arvoilla muulla

tavoin kuin em. integraalilla.

VasTtaus: I'(n+1) =nl.
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