13. Erityyppisten integraalien véliset yhteydet

13.1. Gaussin lause

364.

Laske
of

A 0X
kun A on tason origokeskinen yksikkdympyré, jonka kehalla funktfoarvot saadaan lausekkeedtéx,y) =
2X—3y2.

VASTAUS:

365.

Tarkista laskemalla Greenin lauseen voimassaolo, lpay) = (2xy— x?)i 4 (x+y?)j ja integroidaan kayrien
y = X2 jax = y° rajaaman rajoitetun alueen yli.

VASTAUS:

366.

Laske integraali _
?g(ex — dysir?x)dx+ (2x+ sin )dy
C

a) suoraan viivaintegraalina, b) palauttamalla tasointegraaliksc dienelion
{xy) X <2y <2}

piiri positiiviseen suuntaan kierrettyna.

VASTAUS:

367.

Laske a) suoraan viivaintegraalina, b) tasointegraaliksi muuntamalla

fyzder (x+y)%dy,

C

kun c on sen kolmion piiri positiiviseen suuntaan kierrettyna, jonka karjet (add), (a,a) ja (0,a); oletetaan
a>o0.

VASTAUS: 3a°.

368.

Olkoon funktio f(x) jatkuvasti derivoituva ja olkoom(x,y) = (2xy—y)i+ f(X)j tason vektorikenttd. Olkooo
saanndllinen umpinainen tasokayra. Osoita, éttéidaan valita aarettbman monella tavalla siten, etta integraali
$.u-dr antaa kéyram reunustaman alueen pinta-alan.

VASTAUS:

3609.

Laske

fu-dn,
JC
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kun u(x,y) = (x+&)i + (sinx+ 2y)j, tie ¢ on ellipsix?/a? +y?/b? = 1 positiiviseen suuntaan kierrettynana
on taman yksikkéulkonormaalivektori. Tehtéava voidaan laskea joko suoraan viivaintegraalina tai palauttamalla
tasointegraaliksi.

VASTAUS:

370.

Olkoon A tasoalue j@A tman reuna, joka oletetaan séanndlliseksi kayraksi. Fuoktiy) olkoon harmoninen,
ts. J%u = 0 alueessd. Osoita, etté
ou
7{ —ds=0,

aA 0N
missa% tarkoittaa funktioru derivaattaa reuna®A ulkonormaalin suuntaan.

VASTAUS: Sovella Gaussin lauseen tasoversiota.

371.

Laske vektorikentan(x,y, z) = xi +y?j — k vuo kuution
{2 X <1y <1 |7 <1}

pinnan lapi a) pintaintegraalina, b) avaruusintegraalina.

VASTAUS:

372.

Laske vektorikentén(x,y, z) = Z2(xi +yj) +k vuo kuution|x| < 1, |y| < 2, |z < 1 pinnan lapi.

VASTAUS:

373.

Laske Gaussin lauseen avulla kentér,y, z) = x2i +y?j + 22k vuo kuution{ (x,y,2) | x| <1, |y| <1, |7 <1}
pinnan lapi.

VASTAUS:

374.

Laske Gaussin lauseen avulla kentiR, y, z) = €‘cosyi + €°°%j + &Sk vuo kuution{ (x,y,2) | [x < 1, |y| <
1, |7l < 1} pinnan l&pi.

VASTAUS:

375.

OlkoonV koordinaattitasojen ja tason+y+ z = 1 rajoittama aluegV tdmén reunapinta. Olkoou(x,y,z) =
2xyi + 3yj + 2zk. Laske Gaussin lausetta kayttaen integraali

jq{ u-ds.
v

VASTAUS:

376.

Laske vektorikentan(x,y,z) = (X2 —1)i —x?yj +Z2k vuo pintojerz= 0, z= 1 jax? +y? = 4 rajoittaman kappaleen
pinnan lapi.
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VASTAUS:

377.

Laske vektorikentan(x,y,z) = x*i +y?Z%j 4 zk vuo kappaleed (x,y,z) | x> +y> < 1, 0 <z < 1} pinnan lapi.
VASTAUS:

378.

Laske vuo
?{ (xi —yj +2zk) -dS,
v

kunV = {(x,y,2) | X2 +y*+ 2 —4y+2z+2 < 0}.

VASTAUS:

379.

Mé&arita pintaintegraalin .
jé[(x—&—y)i — 2%z + (y—2)k] x dS
arvo, kun integroimisjoukkona on palloneljannekger,y,z) | x> +y>+ 22 < 1, x>0, y > 0} pinta.

VASTAUS:

380.

Olkoon A rajoitettu tasoriR? alue jaV vastaavasti rajoitettu avaruud&3 alue; naiden reunaA ja oV olkoot
saanndllisia. Mika geometrinen merkitys on seuraavilla integraaleilla:

a) %]gAr-dn, b) %ﬁvr-ds ?

VASTAUS: a) JoukorA ala;  b) joukonV tilavuus.

381.

Vektorikenttdu olkoon rajoitetun alueeX saanndlliselld pinnalla kaikkialla kohtisuorassa pintaa vastaan. Osoita,

etta
/ Oxudv=o.
v

VASTAUS:
Osoita: _ 1

/ rdv= 774 r2ds.

JV 2 Jov
VASTAUS:

383.

OlkoonV alue, jolla on saanndllinen pind/; olkoon origo alueel ulkopiste. Muunna seuraavat pintaintegraalit
alueerV yli otetuiksi avaruusintegraaleiksi:

9,00 wf e
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VASTAUS:

384.

Olkoonc vakiovektori. Laske

%}V(cx r)xds.

VASTAUS:

385.

Skalaarikenttéu(x,y, z) olkoon kahdesti jatkuvasti derivoituva avaruud@hsaannollisessa rajoitetussa joukossa

V. Osoita: 5
u . 2
]{ —ands_/vD udy,

missé% tarkoittaa funktioru suunnattua derivaattaa pinnavt ulkonormaalin suuntaan.

VASTAUS:

386.

Olkoot u ja v kahdesti jatkuvasti derivoituvia funktioif@® — R sekaV alue, jonka reun@V on saannéllinen.
Oletetaan lisdksi, ettélv on jokaisessa reunadV/ pisteessé tangenttitason suuntainen. Laske Gaussin lauseen
avulla

/ (ud?v+ Ou- Ov)dv.
Vv
VASTAUS:

387.

Olkoon u : R® — R jatkuvasti derivoituva funktio, jonka tasa-arvopinnat ovat umpinaisia saannéllisisa pintoja
siten, ettd pienempéaa arvoa vastaava pinta aina jaa suurempaa arvoa vastaavan sisdaan. Mika geometrinen tulkinta
on tietyn tasa-arvopinnan rajoittaman alu&eyli otetun integraalin

/ 0 &dv
\Y vOu-Ou
arvolla?

VASTAUS:
OlkoonV c R rajoitettu joukko, jolla on origo sisapisteena ja jonka redviaon sdannollinen. Laske
. . . 1
a) epaoleellinen avaruusmtegraal/ a- DF dv,
\%
I : 1
b) pintaintegraali 0--ds.
v T

Seuraako Gaussin lauseesta, ettd integraalien arvot ovat samat?

VASTAUS: a) 0; b)—4m

389.

Laske avaruudeR? vektorikentaru(r) = r /r® vuo origokeskiseR-séteisen pallopinnan lapi. Laske kentan diver-
genssi. Voidaanko vuo laskea Gaussin lauseen avulla? Jos ei, niin miksi ei?
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VASTAUS:

390.

Laske vektorikentam(r) = rr (r paikkavektori,r sen pituus) vudR-sateisen origokeskisen pallon l&pi a) pin-
taintegraalina, b) muuntamalla pintaintegraali Gaussin lauseen avulla avaruusintegraaliksi. Millainen on kentén
lahdekenttéa xyz-koordinaateissa?

VASTAUS: 4TiR?, lahdekenttd A= 4./x2 +y2 + 22,

391.

Osoita Gaussin lauseen avulla, ettéa pintaintegraali

2 2
fiwﬁr.ds
S r

on riippumaton siitd, millainen origoa ymparoiva (sdannéllinen) piits. (Tass& on paikkavektori jar sen
itseisarvo.) Laske integraali valitsemalla pinnaBsirigokeskinen pallopinta.

VASTAUS: TR.

392.

Homogeenisessa nesteessa vallitsee syvyydega#ie p = pp + gpz, missdg on maan vetovoiman kiihtyvyys,

p nesteen tiheys j@p paine nesteen pinnalla. Nesteeseen upotetun kappaleen pinta-allSeaikuttaa talldin
voima—pndS kokonaisvoima saadaan integroimalla timé lauseke kappaleen pinnan yli. Sovella tdh&n integraaliin
yleistettya Gaussin lausetta ja johda talla tavdikhimedeen periaate

VASTAUS: Kappaleeseen vaikuttaa nogfg/, missév on kappaleen tilavuus.

13.2. Stokesin lause

393.

Olkoonc on puoliympyran{ (x,y) | X2 4y? < 1, x> 0} piiri. Laske viivaintegraali

j{(eryz)dr

a) suoraan viivaintegraalina, b) muuntamalla se ensin sopivaa Stokesin lauseen muotoa kayttaen.
VASTAUS:

Laske suoraan viivaintegraalina ja Stokesin lauseen avulla
]{(zi +Xj+yk)-dr,
Cc

kunc on lierionx? +y? = 9 ja tason 8+ 2y +z = 6 leikkauskéayra kierrettyné origosta katsottaessa vastapaivaan.
VASTAUS:

395.

Laske seka suoraan viivaintegraalina ettd Stokesin lauseen avulla

f[yzi+(x22—3y)j —xyk] -dr,
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misséc on kayrér (t) = costi + sintj + costk, t € [0, 2.

VASTAUS: 3TU

396.

Olkoonu(x,y,z) = yz&¥i+xz(1+ e¥)j + €Yk. Laske viivaintegraali

fu-dr,
C

miss&c on lieridnx? +y? = 4 jatason 8+ 3y+z =5 leikkauskayré kierrettyna origosta katsottaessa my&tapaivaan.

VASTAUS:

397.

Laske vektorikentam(x,y, z) = xk viivaintegraalif, u - dr, kunc on pinnanpalan

X = 8U°,
y =V, 0<u<1, 0<v<3
z=14uv,

reuna a) suoraan viivaintegraalina, b) muuntamalla integraali ensin Stokesin lauseen avulla pintaintegraaliksi.

VASTAUS:

398.

Laske integraali
/Dx(er)-ds,
B

kun B on a) xy-tason yksikkokiekké (x,y,0) | x> +y? < 1}, b) avaruudeiR® yksikképallon{ (x,y,z) | x* +y? +
Z = 1} ylempi puolipallo, c) em. yksikképallon alempi puolipallo. Pinta-alkiod® sisdltyv& normaalisuunta
otetaan a-kohdassa yl6spain, b- ja c-kohdissa pallosta ulospain.

VASTAUS: @) 2T, b)2I,  ¢) —21t

399.

Olkoonu(x,y,z) = zi + Xj + yk vektorikenttd jaz = xy, |x| < 1, |y| < 1 pinnanapala. Laske viivaintegradglu - dr
pitkin pinnanpalan reunaa a) suoraan viivaintegraalina, b) muuntamalla se ensin pintaintegraaliksi Stokesin lauseen
avulla.

VASTAUS: 4.

Laske Stokesin lauseen avulla pintaintegraali

/BDx[(x—zz)i+(x3+z)j+xyk]‘ds,

miss&B on huipun ja xy-tason valiin jaava kartiopinngh y2 = (z— 1) osa. Hairitseekd kartion huippu Stokesin
lauseen kayttba?

VASTAUS:
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401.

Osoita:

/der:%% rédr,
JB 4B

missaB on jokin saanndllinen pinnanpala 8 sen reuna pinnan normaaliin ndhden positiiviseen suuntaan kier-
rettyna.

VASTAUS:

402.

Olkoon ¢ vakiovektori, B jokin sdanndllinen pinnanpala {8 sen reuna pinnan normaaliin nahden positiiviseen
suuntaan kierrettyna. Osoita, etta

a)/c~dS:c-/dS:%7{ cxr-dr;

B B 3B

b)/cde:cx/dS:fj{ r x (dr xc).
B B 3B

VASTAUS:

13.3. Gaussin ja Stokesin lauseen yleistyksia

403.

Olkoonu: R — R harmoninen funktio j&  R3 rajoitettu joukko, jonka reundv on saanndéllinen. Osoita:
- du
u-—dS= / |Oul?dv.
v on v

Téssag—ﬁ on funktionu derivaatta pinnadV ulkonormaalin suuntaan.
VASTAUS:

13.4. Kulma ja avaruuskulma

404.

Nelion kérjet sijaitsevat pisteis$é, 1,1), (1,0,1), (1,0,0) ja (1,1,0). Kirjoita integraali, joka esittda sen avaruus-
kulman suuruutta, jossa nelié nakyy origosta.

VASTAUS:

405.

Laske edellisen tehtévén integraali tai sen likiarvo seuraavilla tavoilla: a) geometrinen pé&attely, b) integrointi ky-
nalla ja paperilla, c) symbolinen tietokoneohjelma.

VASTAUS:

406.

Nelidn karjet sijaitsevat pisteisga, —1,—1), (a,1,—1), (a,1,1) ja (a,—1,1), a > 0. Muodosta integraali, joka
esittdéd sen avaruuskulman suuruutta, jossa nelid nakyy origosta. Laske integraali. Mik& on avaruuskulman raja-
arvo, kuna — 0?

VASTAUS: Avaruuskulman suuruusactaril/(av2+a?)); raja-arvo 2t
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