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Laskimet tulivat matematiikan opetuksen tyovilineiksi 1970-luvulla, tietokoneet
1980-luvulla, 1990-luvulla ovat ohjelmistot kehittyneet valtavasti. Symbolinen
laskenta, tietokonealgebra (CAS = Computer Algebra System) — mitd nimeé
halutaankin kdyttdda — tuntuu olevan tulossa.

Kehitys ndyttaid tapahtuvan tekniikan ehdoilla. Symbolista laskentaakin on kou-
lumatematiikkaan ajamassa markkinoiden paine. Vahemmén on pohdittu tar-
vetta sen kdyttoon, saatavia hyotyjé, syntyvid haittoja, miten sitd oikeastaan
pitdisi kayttda. Kiinnostus tutkimusmielessd paneutua syntyviin pedagogisiin ja
didaktisiin ongelmiin tuntuu olevan hammaéstyttivan vahéinen.

Dimension muutamassa viime numerossa on asiasta heritelty keskustelua ([1],
[2]). Keskustelu jatkukoon.

Symbolinen ja numeerinen laskenta

Interaktiivisiksi matemaattisiksi ohjelmistoiksi — usein lyhyesti matemaattisiksi
ohjelmiksi — on tapana kutsua ohjelmia, joissa kdyttéjé voi kirjoittaa syotteen-
sé, ldhettdd sen laskettavaksi ja saada vélittomaésti vastauksen. Seuraava syGte
usein riippuu edellisen tuloksesta. Kyseessd on siten taskulaskimen tyyppinen
kéytto, mutta ohjelmien tarjoamat mahdollisuudet luonnollisesti ovat laajem-
mat.

Matemaattiset ohjelmistot on perinteisesti jaettu numeerisiin ja symbolisiin.

Numeeriset ohjelmistot késittelevat vain ns. liukulukuja, ts. desimaalilukuja,
joiden esittdmiseen kidytetdan rajallinen kiinted méaird desimaaleja (oikeastaan
bitteji) ja joihin liittyy tieto kertoimena olevasta kantaluvun potenssista. Jos
desimaalimééré eli mantissan pituus on esimerkiksi 4 ja kantaluku 10, ovat
tdmén jirjestelmin liukulukuja 1234 = 0.1234 - 10%, 0.1234 ja 0.00001234 =
0.1234-10~*. Sen sijaan luku 0.10002 ei ole timin jirjestelmin liukuluku, vaan
se esitetddn pyoristettynd muodossa 0.1000, jolloin se ei eroa luvusta 0.1.

Taskulaskin on esimerkki numeerisesta ohjelmistosta. Kuitenkin jo mahdollisuus
késitella murtolukuja on askel symbolisten ohjelmien suuntaan.

Numeeristen ohjelmien pohjana ovat usein olleet aluksi FORTRAN-, myshem-
min C-kieliset ohjelmakirjastot, joiden helpoksi kiyttoliittyméiksi numeerinen



ohjelma on luotu. Ohjelmakirjastojen kehitys alkoi 1950-luvun lopulla, mutta
ensimméisen varsinaisen kukoistuksensa se saavutti 1970-luvulla, mink& seu-
rauksena syntyi vuonna 1980 ehké tunnetuin numeerinen ohjelma Matlab [14].
Kuluneen parinkymmenen vuoden aikana tdmé on kehittynyt matriisialgebralli-
sesta kayttoliittymasté erittdin monipuoliseksi numeerisen laskennan ohjelmis-
toksi.

Symbolisissa ohjelmistoissa voidaan numeeristen laskutoimitusten liséiksi kési-
telld lausekkeita. Tyypillisimpié toimintoja ovat lausekkeiden sieventémiset, yh-
taloiden ratkaisemiset, derivoinnit, integroinnit. Numeeriset laskut voidaan suo-
rittaa tarkasti mielivaltaisen monen numeron tarkkuudella, murtolukuja voi-
daan késitelld, samoin juuria enemmén tai vihemmaén menestyksellisesti, jakaa

luonnollisesti rajoituksensa.

Symbolisten ohjelmien historia alkaa 1960-luvulta. Ensimméinen laajemmin
tunnettu PC-koneessa toimiva ohjelma muMATH ([15], [4]) on 1970-luvulta,
mutta vasta 1990-luvulla on alkanut voimakas kehitys. Katsaus symbolisten
ohjelmien — tietokonealgebran — historiaan on 18ydettévissi viitteen [3] joh-
dannosta. Talld hetkelld tarjolla olevista ohjelmista 16ytyy luettelo viitteesté
[9].

Muutaman viime vuoden aikana kehitys on johtanut numeeristen ja symbolisten
ohjelmien eron pienenemiseen. Numeerisiin ohjelmiin on usein lisétty mahdol-
lisuus symboliseen laskentaan liittdmélla mukaan jonkin tunnetun symbolisen
ohjelman ydin. Esimerkiksi Matlabissa voidaan kdyttd4 Maplen [11] térkeimpid
rutiineja. Toisaalta symbolisten ohjelmien numeeristen algoritmien nopeus on
tavattomasti noussut. Silti ne ovat edelleen numeerisessa laskennassa numeerisia
ohjelmia hitaampia. Ongelma on usein pyritty ratkaisemaan mahdollisuudella
kéyttaa ohjelman ulkopuolisia numeerisia ohjelmakirjastoja.

Numeeristen ja symbolisten ohjelmien nopeus- ja tehokkuuserot eivit yleensé
tule pienissé tehtévissd esiin. Vaikkapa koulukéyttédjan kannalta on yleensé yh-
dentekevad, kestdako jokin lasku tuhannes- tai sadasosasekunnin. Jos kuitenkin
sama lasku joudutaan tehtdvén ratkaisemiseksi laskemaan miljoonia kertoja,
erosta tulee merkittava.

Ohjelmistojen padominaisuudet

Seké numeeriset ettd symboliset ohjelmistot ovat kehittyneet monikayttoisiksi
ja laajoiksi tyoskentely-ympéristoiksi. Usein nédiden rakenne on modulaarinen:
ohjelman ydin siséltdd peruspiirteet ja lisdd ominaisuuksia saadaan erikseen la-
dattavista ja mahdollisesti myos erikseen hankittavista lisdpaketeista tai hank-
kimalla ohjelman laajempaan kéiyttoon oikeuttava lisenssi. Ohjelmaa voi siten
kasvattaa tarpeen mukaan.

Modulaarisuuden puuttuessa ohjelmiston laajuus voi olla ongelma erityisesti
opetuskéytossi: Joudutaan hankkimaan ja maksamaan laajoja ohjelmistoja, joi-
den ominaisuuksista kyetdédn ehkd muutaman prosentin verran hyodyntamaén.



Seuraavassa on lueteltuna ohjelmistojen tiarkeimpid kayttoalueita. Kaikkia omi-
naisuuksia ei ole kaikissa ohjelmistoissa. Hankintapa&toksia tehtiaessa onkin syy-
td pohtia, miten térkeénd mitdkin piirrettd pitéa.

o Numeerinen laskenta tarkoittaa yleenséd laskemista 12 — 16 numeron tark-
kuudella. Symbolisisssa ohjelmissa tarkkuus voidaan asettaa halutuksi.
Kaikkien tavallisten alkeisfunktioiden arvot seké reaali- ettd kompleksia-
lueella pystytdin laskemaan, sama koskee yleensd myos melkoista maaraa
ns. erikoisfunktioita.

e Symbolinen laskenta tarkoittaa lausekkeiden ja yhtdloiden kisittelyé, tark-
kaa laskemista murtoluvuilla ja juurilla, yms. Alusta ldhtien symbolisiksi
suunnitelluissa ohjelmissa laskenta toimii johdonmukaisella tavalla. Nu-
meerisissa ohjelmissa, joihin symbolien késittely on erikseen liitetty, mah-
dollisuudet ovat rajoitetummat eivétkd aina kytkeydy luontevasti numee-
riseen laskentaan.

e Grafiikka — seké kaksi- ettd kolmiulotteinen — on yleensé kaikissa ohjel-
missa. Kolmiulotteinen grafiikka on useimmissa ohjelmissa siind mielessé
aitoa, ettéd koneen muistiin luodaan kolmiulotteinen geometria, joka sitten
projisioidaan halutulla tavalla kaksiulotteiseen kuvaruudun tasoon.

o Dokumentin tuottaminen tarkoittaa mahdollisuutta varustaa suoritetut
laskut kommenteilla ja selityksilld. Joissakin ohjelmissa tdmé tarkoittaa
my6s mahdollisuutta matemaattista tekstid siséltavien julkaisujen laati-
miseen. Edellytyksend on t&lloin, ettd ohjelmassa on kiytettivissd mate-
maattisten symbolien fontit.

e Ohjelmoitavuus on térked ominaisuus kiyttotarpeiden kasvaessa. Ohjel-
man alkeiskdytté on yleensd interaktiivista syttteiden néppéilyd ja vé-
littomésti saatujen tulosten tarkastelua. TyoOskentelyn vaativuuden kas-
vaessa on luonnollista ruveta kirjoittamaan aluksi lyhyitd, myShemmin
pitempiékin ohjelmakoodeja, joita ajetaan interaktiivisesti. Kyseessd on
oikeastaan ohjelman laajentaminen omia tarpeita paremmin vastaavaksi
ohjelmoimalla itse lisdéd. Moniin ohjelmistoihin liittyy erikseen hankittavia
lisdpaketteja, jotka on tehty juuri tdlla tavalla.

o Listdnndt muihin ohjelmiin ovat usein tarpeen vaatimusten kasvaessa.
Joustava tyoskentely edellyttidé, ettd mitkéd tahansa ohjelmalla lasketut
tulokset voidaan siirtdéa jonkin muun ohjelman syctteeksi ja jatkaa tyos-
kentelyd sen avulla. Vastaavasti muualla saadut tulokset on voitava lukea
sisdén.

Viime vuosien aikana on lisd&ntyvissid méarin sekéd ohjelmien syttteissé etta tu-
lostuksissa ryhdytty kdyttdméaan tavanomaista matemaattista notaatiota ohjel-
makoodin tyyppisen kirjoitustavan sijasta. Tamé helpottaa ainakin aloittelijan
tyoskentelyé ja on luonnollista pyrittdessd tekeméén laskennasta julkaisutasoi-
nen dokumentti.

Matemaattisella notaatiolla on kuitenkin my6s haittapuolensa: Se ei ole yksiké-
sitteista silla tarkkuudella kuin tietokonejérjestelméssa tarvitaan. Tyypillinen



esimerkki on yhtélaisyysmerkki, joka voi tarkoittaa loogista lausekkeiden yhté-
suuruutta, olla méaéritelmé tai ilmoitus arvon sijoittamisesta muuttujalle. Oh-
jelmakoodin tyyppisen notaation kayttd syOtteissd takaakin yksikésitteisyyden
ja lisdksi pakottaa kéiyttajan tarkemmin ajattelemaan, mitd oikeastaan haluaa.

Eriditd matemaattisia ohjelmia

Tutkimus- ja opetustarkoituksiin kehitettyji matemaattisia ohjelmistoja on pal-
jon. Seuraava luettelo kattaa ainoastaan tavallisimmat kaupalliset ohjelmistot,
joiden kéytto matematiikan opetuksessa lukio-, ammattikorkeakoulu- ja yliopis-
tojen peruskurssitasolla on luontevaa.

Ei-kaupallisten ohjelmien joukosta saattaa 16ytyd varsin kéyttokelpoisiakin,
mutta ongelmana on usein viimeisteleméttomyys ja tuen puute. Kéayttdja on
niiden kanssa suuremmassa médrin yksin kuin kaupallisia ohjelmia kéiyttées-
séan.

Kaupallisissa ohjelmistoissakin on toki puutteensa eikéd valmistaja luonnollises-
tikaan vastaa toimivuudesta. Virheellisid toimintoja on yllattdvéankin helppoa
loytad. Kyse voi tosin olla myos eroista kédyttédjin ajattelussa ja ohjelman toi-
mintaperiaatteissa.

Matlab [14] on hyvin laaja ja tehokas numeerinen ohjelmisto, johon liittyy
melkoinen méiré eri alojen — mm. signaalinkésittelyn ja sédétoteorian — li-
sidpaketteja. Rajoitetut symboliset ominaisuudet saadaan kiyttoon Maplen yti-
meen perustuvan lisdpaketin avulla. Hyvit graafiset omainaisudet, ohjelmoitava.
Saatavana useisiin kiyttoympéristéihin, mm. Windows ja Linux, Unix yleisem-
minkin. Tuskin kovin hyvin lukioon soveltuva, pikemminkin tiettyjen tekniikan
alojen koulutukseen ja tutkimustyohon.

Mathematica [13] on erittdin laaja ja monipuolinen symbolinen ohjelmisto,
joka sisdltdd monipuoliset mahdollisuudet ohjelmointiin. Hyvit graafiset omi-
naisuudet, varsin hyvét mahdollisuudet dokumentin tuottamiseen. Saatavana
useisiin kiyttoympéristéihin, mm. Windows ja Linux (Unix). Tutkijan tyokalu,
ainakin lukiokayttoon paljon laajempi kuin mita tarvitaan.

Maple [11] on symbolinen ohjelmisto, Mathematican tasaveroinen kilpailija.
Mahdollisuudet dokumentin tuottamiseen hieman Mathematicaa heikommat.
Mm. Windows ja Linux (Unix). Kaytoltdin Mathematicaan verrattava.

Mathcad [12] on pohjaltaan numeerinen ohjelmisto, johon on liitetty symboli-
sia ominaisuuksia Maplen rutiinien avulla. Hyvét graafiset ominaisuudet, ohjel-
moitavuus edellisid heikompi, laskennasta syntyy dokumentti varsin luontevasti.
Tarkoitettu edelld mainittuja pienempimuotoiseen tyoskentelyyn. Kayttoympé-
ristoné vain Windows.

Derive [10] on Mathematicaa ja Maplea selvisti suppeampi, ldhinné opetustar-
koituksiin tehty symbolinen ohjelmisto. Tyydyttédvéa grafiikka, ohjelmoitavuutta
ei oikeastaan ole, julkaisutasoista dokumenttia ei voida tehd&. Selvésti edelld
késiteltyja ohjelmistoja vaatimattomampi. Kayttoympéaristond Windows.

Derive on pienen kokonsa takia sijoitettavissa myos taskulaskimeen: Texas In-
struments -laskimet TI-89 ja TI-92 [16] sisiltdvit muiden toimintojen ohella



Deriven péépiirteet. Laskimien nédyttéruudun pieni koko tosin rajoittaa kayt-
toa.

Mihin ja miten matemaattisia ohjelmistoja tulisi

opetuksessa kayttaa?

Ensimméinen kysymys ehké olisi, miksi matemaattisia ohjelmistoja tulisi ope-
tuksessa kéyttad ja pistdisiko niitéd lainkaan kéyttdd. Varmaankin pitéisi, koska
tekniikka on tuonut téllaiset tyokalut saataville. Jokaisella aikakaudella on omat
leikki- ja tyokalunsa; eriasteiset oppilaitokset opettakoot kéyttdméaan niita.

Ohjelmistoilla on toki my6s annettavaa matematiikan oppimiseen ja opettajan
péivittiiseen tyohon. Asioiden havainnollistaminen tulee ennen ndkeméttomélla
tavalla mahdolliseksi; oppilas voi tutkia asioita eri ndkokulmista, tehd& ’enté-
pé jos’ -tyyppisid kokeiluja. Kaikesta voidaan kirjoittaa dokumentti ja hioa se
helposti huolelliseen asuun.

Opettaja voi kirjoittaa kalvot ja harjoitustehtéviét siistiin asuun, liittd4 helpos-
ti mukaan graafisia esityksid. Ohjelmien varaan voidaan rakentaa interaktiivisia
opiskelupaketteja, jotka antavat oppilaalle mahdollisuuden edetd omaan tahtiin-

sa ([5], [6])-

Ensimmaéisend vastaan tuleva kayttotapa lienee kuitenkin graafisten esitysten
laatimisen ohella taskulaskimenomainen kaytto: koneelle mennéén sieventé-
méén jokin lauseke, laskemaan jokin integraali, ratkaisemaan jokin yhtalo, piir-
tdméadn jokin kuvaaja. Taskulaskimissa olevat symboliset piirteet eivit paljoon
muuhun anna mahdollisuuksiakaan.

Pelattavissa on, ettd taméntyyppinen kdytto johtaa itse asiassa osaamisen tason
laskuun. Ei enédé kyetd hahmottamaan kuvaajia pelkistdan lauseketta katsomal-
la, yksinkertaisiakaan sievennyksié ei osata ndhdi, yht#loitd ei osata ratkaista
ilman konetta. Integraalitkin voisi olla opettavaisempaa hakea taulukosta.

Valttamatta néin ei tietysti tarvitse kidydé. Jos koneen kayttajilla on periaat-
teellinen taito hallinnassaan — hén osaisi laskea laskun késinkin, vaikka sii-
hen ehkd menisi aikaa — ohjelman kaytto voi toki auttaa opiskelussa. Tulee
mahdolliseksi tutkia ja analysoida monimutkaisiakin asioita sotkeutumatta las-
kuteknisiin yksityiskohtiin. Konetta ei siten pitéisi kdyttdaa lilan yksinkertaisiin
tehtaviin: jos néité ei osata laskea kyllin nopeasti ilman konetta, periaatteellinen
taito ei ole hallinnassa.

Sieventédminen ja lausekkeen muokkaaminen ei symbolisessa ohjelmassa edes ole
helppoa. Tavoitehan ei ole yksikésitteinen, vaan se riippuu siitd, mihin tulosta on
tarkoitus seuraavaksi kayttdd. Ohjelman yleinen sievennyskisky tekee, mita se
on ohjelmoitu tekeméédn. Lausekkeen muokkaaminen johonkin toiseen suuntaan
saattaisi viedd laskua paljon paremmin eteenpéin, mutta tarvittavan kaskyn
I6ytaminen ei yleensé ole mahdollista, ellei kdyttiajd nde, mihin suuntaan tulisi
pyrkia.

Uudella viilineelld on aina hyotynséd ja haittansa. Sitd on opittava kidyttim&an
oikealla tavalla. Taskulaskimet aikanaan siirsivét logaritmitaulut ja laskutikut



historiaan, ja oli saatu kiistatta uusia hyodyllisid vilineitd. Oikeaa kiyttoa ei
kuitenkaan ole vieldk#ddn téysin opittu: siirrytdédn numeerisiin laskuihin silloin-
kin, kun yksinkertainen algebra auttaisi tarkan vastauksen saannissa ja tehtdvin
rakenteen hahmottamisessa; laskimesta luetaan likiarvoja muutaman numeron
tarkkuudella ja hetken péadstd ndmé syotetdian laskimeen uudelleen, vaikka muis-
tirekistereitékin voisi kdyttaa.

Symboliset laskentaohjelmat ovat uusi tyokalu, jonka kiyttd on opittava, ei yk-
sinomaan teknisesti, vaan my0s pedagogisesti. Opiskelu ja uuden vilineen mah-
dollisuuksien kartoitus vaatii kuitenkin melkoisen tyopanoksen.

Saattaisi my0s olla tarpeen tuottaa valmista digitaalista materiaalia helpotta-
maan alkuunpéésyé ohjelmistojen kéaytossid. Luontevaa olisi, ettd tdmé seisoisi
omilla jaloillaan liittymétta tiettyyn oppikirjaan laajemman kayttokelpoisuu-
den saavuttamiseksi. Koska ohjelmistoilla yleensé alkaa olla myos julkaisuomi-
naisuudet, téllaisen materiaalin tuottaminen on mahdollista.

Millaisia periaatteita sitten tulisi soveltaa laskentaohjelmistoja kaytettdessa?
Ainakin seuraavia nidkokohtia on syytéd pohtia:

e Taskulaskimenomainen erillisten laskentatehtdvien suorittaminen ei ole
riittavad, vaan ohjelmistoa on kéytettdva kokonaisvaltaisemmin: Lahto-
tiedot ja vilitulokset talletetaan ohjelman muuttujiin kdyttden kuvaavia
nimié ja laskuoperaatiot kohdistetaan nédihin. Padhuomio ei kiinny yksit-
téisiin operaatioihin vaan kokonaisuuden hahmottamiseen ja ratkaisupro-
sessin hallinnassa pitdmiseen. Kone tekee laskentatyon.

e Tehtévien ei tarvitse olla laskuteknisesti yksinkertaisia, vaan voidaan ké-
sitelld aiempaa paljon monimutkaisempia tehtdvid. Jossain médrin téa-
mé muuttaa matematiikan opetuksen luonnetta: laskutekniikka ei olekaan
enéd niin térkedé, sen sijaan rakenteiden ymmértdminen ja isompien ko-
konaisuuksien hallinnassa pitdminen painottuvat.

o Algebrallisten ja analyyttisten laskentatekniikkojen rinnalla kaytetain nu-
meerisia menetelmié, kun se on mielekéstd. Esimerkiksi: Jos yhtélo ei ole
muuten ratkaistavissa (tai symbolinen ratkaisu on liian monimutkainen),
ratkaistaan se numeerisesti.

e Grafiikkaa hytdynnetéén tilanteen hahmottamisessa. Piirretddn sopivas-
ti skaalattuja kéyrid ja pintoja, funktioiden kuvaajia, etsitédén graafisesti
sopivia ldhtdarvoja numeeristen menetelmien kéytolle, etc.

e Tehtdvin ratkaisun valmistuttua se dokumentoidaan kirjoittamalla tarvit-
tavat selitykset ja kommentit kauniilla suomen kielelld, tavalla, joka kelpaa
myos didinkielen opettajalle.

Lukija varmaankin huokaa kauhusta ja toteaa, ettei koulussa ole moiseen aikaa.
Niin varmasti onkin, ellei matematiikan opetusta paljolti ajatella uudestaan. Ja
jos néin ei tehdé, tuskin tarvitsemme laskentaohjelmiakaan.

Symbolista laskentaa tukevien ohjelmien potentiaali on sen verran suuri, et-
td vakava kehitystyo tulisi kdynnistdd. Tdmé merkitsee monien matematiikan



opetukseen liittyvien asioiden uudelleen ajattelua, kokeilumateriaalin tuotta-
mista, sen testaamista kouluympéaristossé, opettajan omaa opiskelua. Unohtaa
el myoskdan pida sen tutkimista, millaista matematiikan oppimista ja millaista
opiskeluprosessia laskentaohjelmien kéytto parhaimmillaan voi tukea.

Viitteissa [7] ja [8] on vaatimattomina esimerkkeind Mathematican muistikir-
ja-muotoiset (Notebook-muotoiset) dokumentit hieman yksinkertaisemmasta ja
hieman monimutkaisemmasta ongelmasta.
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