Simo K. Kivela

Mathematica-tehtavia (versio 1.0, 09.08.2002)

1.

Trooppisen vuoden pituus on 365 vrk 5 h 48 min 45 s ja Maan py6rahdysaika akselin ympéri 23 h 56 min 4 s.
IImoita murtolukuna, kuinka monta pyoérahdysta Maa tekee trooppisessa vuodessa. Mika tulos on desimaalilukuna?

2.
Sievenna lauseke’7 — 4v/3.

3.

Laske summa}_;_, k%, kunn = 2,3,4,5,6,7,8,9, 10. Jaa tulokset tekijoihin. Ovatko jotkin summat jaottomia,
so. alkutekijoita?

4.

Tutki, millaisia tarkkoja arvoja saadaan lausekkeeiigr /n), kunn on luonnollinen luku. Mita tarkoittaa, etta
osa tuloksista on (ainakin naennéaisesti) kompleksilukuja? Misséa tapauksissa tulos ei sisélla imaginaariyksikk6a?

5.

Laadi taulukko sini- ja kosinifunktioiden arvoista valilld — 90° yhden asteen vélein.

6.

Laske lausekkeefl + %)" likiarvo yha isommilla arvoillan ja tutki, miten taméa I&hestyy Neperin lukaa

7.

Laske summary_;'_, (—1)*/k! likiarvo yha isommilla arvoillan ja tutki, miten summan kaanteisarvo lahestyy
Neperin lukuee.

8.

Kahden paikkakunnan valinen lyhin etaisyys maapallon pintaa pitkin mitattuna voidaan laskea kaavasta
d = Rarccos(sin ¢ sin ¥ + cos 1 cos ¥ cos(p1 — ¢2)),

miss&’; jay; tarkoittavat ensimmaisetl, ja oo vastaavasti toisen paikan leveys- ja pituusatétta: 6370 km on
maapallon séde. Syodta kaava Mathematicalle ja laske sen avulla a) Helsingin ja Tokion, b) Reykjavikin ja Sydneyn
valinen etaisyys, kun paikkakuntien koordinaatit ovat seuraavat:

leveys pituus
Helsinki | 60°08 N | 25°00 E
Tokio 35°40° N | 13945 E
Reykjavik | 64°09° N | 21°58° W
Sydney 33¥55 S| 151°10° E




9.

Sievenna lauseke T -
1— ﬁ)(l + ﬁ)

r—1

10.

Talleta lausekéa + b)'° jollekin nimelle ja kehita se. Jaa tulos tekijéihin, jolloin palataan alkuperaiseen lausek-
keeseen.

11.

Jaa tekijoihin kahden muuttujan polynomi
25 4 2zty — 23y? — 2223 — 23y — 22292 + 2y + 2t

Kehitéd saamasi tulos, jolloin palataan alkuperaiseen lausekkeeseen.

12.

Tutki, mik& lauseke on tekijana lausekkeeg8a- b riippumatta eksponentin € N arvosta. Missa tapauksessa
lausekkeella™ + b™ on vastaavanlainen tekija? Supista lausekkeet

a5 _ pls - al5 1 pls
P R S

Mitéa saanndnmukaisuutta tuloksen osoittajassa ja nimittajassa on?

13.
Lavenna murtolauseke
a+x
va+z—/T

siten, etta juuria ei esiinny nimittéjassa.

14.

Hajota seuraavat rationaalilausekket osamurtokehitelmiksi, joissa nimittajat ovat ensimmaista astetta tai ensimmai-
sen asteen polynomin potensseja:

T 20+ 7
x2+5x+6’ 3 +322+3x+1°

Miten paastaan takaisin alkuperaiseen lausekkeeseen?

15.

Muodosta osamurtokehitelma lausekkeelle

4696 — 11076z + 1129022 — 622723 + 1687x* + 180z° — 3642° + 15627 — 362% + 42°
—1152 4 2496z — 25282 + 16163 — 7042 + 2085 — 4026 + 427 '

Lisda taman jalkeen lausekkeen nimittajddja muodosta osamurtokehitelméa uudelleen. Miksi toisessa tapauk-
sessa onnistutaan, toisessa ei?

16.

Kaksi matkapuhelinmastoa nékyy paikkaan, jonka etaisyys toisesta mastosta on 5,27 km ja toisesta 3,16 km. Tah-
tadyssuunnat mastoihin muodosta¥at 50’ suuruisen kulman. Kuinka etéalla mastot ovat toisistaan? Etaisyydet
mitataan vaakasuorasti, eikd maaston mahdollisia korkeuseroja oteta huomioon.



17.

Tutki lausekkeiden

a) (z—2)?

b) sin(5z)

c) sin(z+vy)

d) exp(iz) + exp(—iz)
e) cos(arccos z)

f) arccos(cosz)

g) exp(nz)

h) In(expz)

sieventamistd. Mité naista pitaisi tulla? Mitd Mathematica antaa ja milla komennolla? Mitd symbolisen ohjelman
itse asiassa pitaisi antaa vastaukseksi, kun muutiug@ale millaan tavoin rajoitettu?

18.

Muokkaa muotoain(nz), cos(nz), sin™ z, cos™ = olevia trigonometrisia lausekkeita erilaisiin muotoihin, kun
on jokin luonnollinen luku (ei symboli).

19.

Sievennd T3ebysSevin polynomin lausékg(z) = cos(narccosz), n € N, muotoon, josta iimenee, millainen
polynomi on kyseesséa. Mikéa on polynomin asteluku?

20.

Astettan olevan polynomin nollakohdat olkoat; , zo, . .., x,,. M&@é&ritd polynomien kertoimien lausekkeet nolla-
kohtien funktioina tapauksissa= 2, 3, 4, 5. Miten polynomin kertoimet riippuvat nollakohdista?

21.

Ratkaise yhtaltiden

a) 168z = 195

b) 22—-2x—-4=0

c) 2> —x2>+2x-21=0
d) (a—ba?+ar+b=0

kaikki juuret. Sijoita juuret takaisin yhtaldihin ja tutki, toteutuvatko yhtalét.

22.

Etsi yhtalonz® — 2o — 5 = 0 kaikki juuret. Etsi seka tarkat arvot etta likiarvot ja sijoita kummatkin takaisin
yhtéléon. Toteutuuko yhtalo?



23.

Etsi yhtalonz” — 22 — 5 = 0 kaikki juuret. Sijoita jonkin juuren kaksi-, kolmi- ja nelidesimaaliset likiarvot alku-
peraiseen yhtaloon ja tutki, milla tarkkuudella se toteutuu. Onko juurille mahdollista 16ytaa tarkat arvot? Kuinka
monta reaalista juurta yhtalolla on? Voidaanko yhtalén toteutumisen tarkkuudesta paatella juuren likiarvon tark-
kuus?

24.

Muodosta toisen asteen yhtalon yleiset ratkaisukaavat ratkaisemallayphtalds +c = 0. Lasker? + 120+ 23,
missézx; ja x, ovat saadut juuret. Tarkastele esimerkking yhtalga+ 3z + 4 = 0.

25.

JohdaSolve -funktiota kayttéaen toisen ja kolmannen asteen yhtalon yleiset ratkaisukaavat. Ratkaise ndiden avulla
yhtalot 1522 + 2z + 12 = 0 jaz® — 2z — 5 = 0 sijoittamalla kertoimien arvot ratkaisukaavaan. Syntyyko
toisen asteen tapauksessa tutut ratkaisukaavat? Antaako kertoimien sijoittaminen ratkaisukaavaan samat juuret
kuin yhtalén ratkaiseminen suoraan?

26.

Ratkaise yhtala:® + 1 = 0 sijoittamalla kertoimien arvot kolmannen asteen yhtalon yleiseen ratkaisukaavaan.
Antaako kertoimien sijoittaminen ratkaisukaavaan samat juuret kuin yhtalén ratkaiseminen suoraan?

27.

Etsi yhtalonz* — 223 + 222 — 62 — 3 = 0 juuret. Jaa yhtalén vasempana puolena oleva polynomi naiden avulla
mahdollisimman alhaista astetta oleviin reaalisiin tekijoihin. Onko tulos sam&eHagtor -funktion antama?

28.

Ratkaise yhtala” + 1 = 0. Esita juuret muodossa= z + iy ja tutki, miten kaukana origosta juuret sijaitsevat
kompleksitasossa. Mitka ovat juurten napakulmat?

29.

Ratkaise lineaarinen yhtaléryhma

3r — 2y =1,
4z 4 5y = 2.



30.

Ratkaise yhtaloryhmat

r+2y+3z2=11
a) 4z 4 5y + 62 =13
Tr+ 8y + 10z = 17

r4+2y+32z=1
b) dr + 5y + 62 =13
Tr+8y+9z =17

r+2y+3z=1
c) 4z 4 by + 62 =13
Tr+8y+ 9z =15

Montako ratkaisua yhtéaloéryhmilla on?

31.

Ratkaise yhtaldpari
222 + 3y% — xy = 10
ar—y=>=5 )

Mill& vakion «a arvoilla yhtéloparilla on reaalisia ratkaisuja?

32.

Ratkaise kayrien

1622 + 9y? + 24zy — 170z + 310y — 465 =0 ja
522 + 8y? + dzy — 322 — 56y + 80 = 0.

leikkauspisteiden koordinaatit. Vertaa tulosta kayrien kuvaajiin.

33.

Ratkaise yhtal@—" — sinz = 0. Piirra t&ta varten funktioidenp = e~* jay = sinx kuvaajat samaan kuvioon.
Maarita kolmen pienimman juuren likiarvot. Montako juurta yhtal6lla on? Mitéa voidaan sanoa naiden ratkaisemi-
sesta a) algebrallisesti, b) numeerisesti?

34.

Etsi yhtaloparine® + siny = 0, 2% — 2y + y® = 4 juuret numeerisesti.

35.

Osa tien kaarteesta on ympyrén kaari, joka kartalla kulked&oordinaatiston pisteide(28, 98), (70,112) ja
(126, 84) kautta. Kuinka suuri on tdméan ympyran sade, kun yksikko kartalla vasteametria luonnossa?

36.

Kolmen pallon keskipisteet ja séteet ovat1, 1), 3; (1,2,3),2; (3,2,4), 4. Maarita pallojen yhteiset pisteet.



37.

Kolmannen asteen polynomilfgx) on kaksinkertainen nollakohta= 2 jap(3) = 15, p’(1) = 0. M&é&ritap(z).

38.

Piirré& funktion f (z) = sin 8z + sin 9z kuvaaja.

39.

TSebySevin polynomit maéritellaan valilla 1, 1] lausekkeella
T, (z) = cos(n arccos x).

Piirré polynomienr,,, n = 1,2, 3, 4, 5, kuvaajat samaan kuvioon.

40.

Piirra funtion f (z, y) = 23 — 2y? — 5x kuvaaja.

41.

Piirré funtion f (x, y) = arctan(y/x) kuvaaja. Miten funktio kdyttaytyy origon ymparistdssa? Miten funktion voi
luonnehtia geometrisesti? Onko funktio jatkuva?

42.

Piirra kahden muuttujan funktiofi(x, y) = log, = kuvaaja.

43.
Piirréa kahden muuttujan funktion

ry
f(xay):m

kuvaaja. Tutki erityisesti funktion kayttaytymista origon ymparistdssa.

44.

Piirrd kuva parametrimuodossa annetusta kayrasté
x =cospt, y=singt, tE€[0,2n],

misséy ja p ovat numeerisia kertoimia.

45.

Piirra kuva parametrimuodossa annetusta kolmiulotteisen avaruuden kayrasta

x = (5 + cos 25t) cos 5t, y = (5 + cos 25t) sin 5t, z = sin25¢t, ¢ € [0, 27].

46.

Piirrd kuva parametrimuodossa annetusta kolmiulotteisen avaruuden kéayrasta
x = (2 —t)cosbt, y = (2 —t)sinbt, z=1t, t€[0,2n].

Muunna parametriesitysta siten, etta saadaan pallopinnalla sijaitseva spiraali.



47.

Piirra alueessa-25 < = < 25, —5 < y < 5 kuva kayrasta = y* — 532 + y + 3 ParametricPlot -funktiolla.

48.
Piirrd kuva parametrimuodossa annetusta ruuvipinnasta:
-2 -y S —w), uel03),veosn]
r=u — — ) COSV =Uu — —)simv Z2=Z-U—Uu u v .
87T k) y 8’/T ) 5 ? ) ) )

49.

Piirra origon ympéaristdssa kuva kayragta+ y2 + xy = 2° — .

50.

Tutki, mitka xy-tason pisteet toteuttavat yhtaliog, = = log, y. Piirra kuvio.

51.

Tutki funktion f(z,y) = y® kayttdytymista origon ymparistdssa alueessa 0, y > 0: piirré kuvaaja (pinta),
piirré pinnan korkeuskayria, laske funktion arvoja. Mita arvoja funktio saa origoa lahestyttaessa?

52.

Piirra origon ymparistossa kuva pinnasta+ y3 + 2% — 2%yz — 23?2 — xyz? — 1 =0.

53.

Maarittele Mathematicalle funktio )
flz)=e".

Laske taulukko sen arvoista valill& 5] askelend@.1. Piirré funktion derivaatan kuvaaja. Muodosta integraalifunk-
tio ja piirrd sen kuvaaja. Laske funktion integraali yli reaaliakselin. Katso, mitd antaa koffento

o4.

Maarittele Mathematicalle funktio

ja laske sen arvot pisteisséd= /2, z = 1 jaxz = 0. Madrittele tAman jalkeen funktio origossa siten, etta siitd
tulee jatkuva. Laske uudelleen sen arvo origossa. Piirra funktion kuvaaja ja kokeile, miten Mathematica tulkitsee
sybtteerf[x] . Mitaonf[0] ? Katso, mitd antaa komen®b .

55.
Maarittele Mathematicalle seuraava funktio ja piirrd sen kuvaaja:
arcosh(—z), josz < —1,
flx) =< V1 — 22, jos—1<z <1,
arcosh x, josz > 1.

Katso, mitd antaa komen® . Onko funktio jatkuva? Enté derivoituva? Osaako Mathematica laskea sen derivaa-
tan?



56.

Maarittele Mathematicalle funktio )
flz) = / | — t] dt.
0

Piirrd taman maaritelman perusteella funktion ja sen derivaatan kuvaajat.

S7.

Fibonaccin luvut maaritellddan ehdoillay = 1, a1 = 1, ap, = ap_1 + an2 (n = 2,3,4,...).
Maarittele Mathematican funktio, joka laskee Fibonaccin lukuja antamalla maariglj#1; a[1]=1;
a[n_J]:=a[n-1]+a[n-2] ja laske tamén avulla Fibonaccin luvay ja asg. Muodosta myds taulukko, jos-

sa on 20 ensimmaisté lukua.

58.

Funktio f : N — N maéritellaan ehdoilla

f(n)=n—-5, kunn > 10,
f(f(n+6)), kunl<n <10.

=
S
I

Tutki, mit& arvoja funktio saa.

59.

Olkoot A ja B &éarellisen monen alkion joukkoja. Joukoséan m alkiota ja joukossd3 on n alkiota. Olkoon
S(m,n) surjektioidenA — B lukumé&ara. Talle patee

S(m,1) =1,
n—1

S(m,n) =n" — Z (Z)S(m,k), n=23,....
k=1

Muodosta surjektioiden maéran osoittava taulukko, kud m < 5,1 < n < 5. Onko itsestéaén selvag, mitka
taulukon alkiot ovat= 0? Miksi? Mité lukuja ovat taulukon lavistajaalkiot? Osaatko paétella kaavojen péatevyyden?

60.

Mathematicalle voidaan méaritella myds monimutkaisempia funktioita funktioidenméaarittelyfuirktiarion
avulla. Maarittele funktiof asettamalla

f = Function[x,Factorinteger[x][[1,1]]]

ja tutki, mita se laskee, kun argumenttina on luonnollinen luku.

61.

Derivoi funktiot 2™, 2%, sin* z 4 cos? z. Integroi saamasi tulokset. Paadytaanko takaisin samaan funktioon, josta
lahdettiin?

62.

Integroi funktio ™. Onko tulos oikein kaikillan? Onko samantekevad, jos jollekin symbolille ensin annetaan
arvo ja sitten muokataan symbolin sisaltavaa lauseketta, tai jos ensin muokataan lauseketta ja vasta sitten annetaan
symbolille arvo?



63.

Laske funktionf(z) = x?sin(1/x) derivaatta jokaisessa pisteesséa R. Onko derivaattafunktio jatkuva? Piirra
sen kuvaaja.

64.

Olkoot f ja g derivoituvia funktioita. Laske tulon ja yhdistetyn funktion derivaatat, so. derivoi lauselkees(x)

jaf(g(x)).

65.

Olkoon f, g ja h derivoituvia kahden muuttujan funktioita. Laske yhdistetyn funktidn(z, v), h(x, y)) osittais-
derivaatat. Ovatko saadut lausekkeet sita, mité pitaisi?

66.

Etsi funktione—=" integraalifunktio. Laske maaratyt integraalit

1 2 . o0 2
/ e " dx ja / e ¥ d.
0 0

Maarita naille myds likiarvot. Mité saatu integraalifunktion lauseke tarkoittaa?

67.

Laske integraalit

r+1 12
a)/ xz—x—i—llod b)/ln(l—i—x

Ovatko Mathematican antamat tulokset oikein? Miten nama voisi tarkistaa? Millaista menetelmaa pitaisi kasinlas-
kussa kayttaa?

68.

Laske integraali
2w
/ cosx e
o 13 —12cos2x

a) symbolisesti, b) numeerisesti. Piirrd integroitavan funktion kuvaaja. Miké itse asiassa on integraalin arvo?

69.

Maarita funktion )

2+ sinx

fz) =

integraalifunktio ja piirrd sen kuvaaja. Onko tama jatkuva? Pitéisiko sen olla jatkuva? Laske funktion integraali jak-
son|0, 2x] yli a) integroimalla analyyttisesti komennollategrate , b) integroimalla numeerisesti komennol-

la Nintegrate , ¢) muodostamalla ensin integraalifunktio komenndfigegrate  ja sijoittamalla rajat tahéan
korvausoperaattoria kayttaen.

70.

Maarita funktionf (x) = o* — 723 + 1122 + 7z — 10 nollakohdat, d&riarvopisteet ja kaannepisteet. Piirra kuvaaja.

71.

Kayray = sin z, z € [0, 7], pyorahtaa x-akselin ympéri. Laske syntyvan pyorahdyskappaleen tilavuus ja pinnan
ala. Parametrisoi pinta ja piirra se.



12.

Laske sen pyorahdyskappaleen tilavuus, joka syntyy kayranrz® + 1, x-akselin seka suorien = 3 jay = 9
rajoittaman alueen pyorahtaessa suaran 3 ympéri.

73.

Puutarhuri viljelee tomaatteja, joiden muoto maaraytyy kardioidia a(1 + cos ) pydréhtamisesté x-akselin
ympari. Piirrd kardioidi. Laske tomaatin tilavuus. Tuntuuko saamasi tilavuus uskottavalta? Anna vakidile
lukuarvo ja laske vastaava tilavuuden likiarvo. Piirra kuvio tomaatista.

74.

Laske kardioidin = 1 + cos ¢ kaarenpituus. Piirrd kuvio. Miten saat kardioidin kuvan oikeanmuotoiseksi? Tun-
tuuko saamasi pituus uskottavalta?

75.

Piirra avaruuskayra

cost, sint .
r(t) = Tl-l— — + arctantk,

kunt € [1,T] jaT = 100. Maarité kéyréan kaarenpituus ja tutki, onko silla raja-arvoa, Kus co.

76.

Astia on karjellaan seisova avonainen ympyrakartio. Kartion pohjan sade on 6,6 cm ja sivujana 11,0 cm. Astia on
tdynna vetta. Astiaan asetetaan pallo, joka sivuaa kartion vaippaa. Maarita pallon sade siten, ettd astiasta valuva
vesimaara on mahdollisimman suuri.

17.

R-séteisen pallon ympari asetetaan mahdollisimman pieni nelidpohjainen suora pyramidi siten, ettd pallo sivuaa
pyramidin pohjaa ja sivutahkoja. Laske pallon tilavuuden suhde pyramidin tilavuuteen.

78.

Osoita, ettd kdyrap = e~ * sin x ja z-akselin alueessa > 0 rajoittamien alueidemy, A;, Ao, ... pinta-alat
muodostavat geometrisen jonon. Laske integrﬁj%ﬂle*“f’ sin x| dx.

79.

Suorakulmaisen kolmion kaikki karjet sijaitsevat paraabelilta az2. Suoran kulman kérkeen asetetaan paraabe-
lin normaali. Osoita, ettd kolmion hypotenuusa leikkaa normaalin samassa pisteessa riippumatta kolmion kahden
muun kérjen sijainnista. Maarita leikkauspiste.

80.

Pallon muotoiseen nestesailioon, jonka sade on yksi metri, pumpataan nestetta nopeudella 10 litraa sekunnissa.
Piirrd kuvaaja, joka esittdd nestepinnan korkeutta sailiossa ajan funktiona. Kuinka kauan sailion tayttaminen kes-
taa? Piirrd nestepinnan korkeuden nousunopeuden kuvaaja.



81.

Muodosta kuusi satunnaislukua, jotka ovat peraisin vélieh —3|, [-2, —1], [1,2], [3, 5], [-0.5,0.5] ja [1, 2]
tasaisesta jakaumasta. Naista nelja ensimmaista olkoot neljannen asteen polynomin nollakohdat, kaksi viimeista
maarittavat pisteen, jonka kautta polynomin kuvaaja kulkee. Suurimman ja pienimman nollakohdan valisella alu-
eella polynomin kuvaaja pyorahtaa x-akselin ympari ja muodostaa pydrahdyskappaleen. Laske taman tilavuus ja
pinta-ala; piirré kuvio.

82.

Osoita, ettd funktio
y(x) = Cysina + Cy cosx + cosx In ‘tan (% — g) ’

toteuttaa differentiaaliyhtalég’ + y = tan z. Luvut C ja Cs ovat vakioita.

83.

Ratkaise differentiaaliyhtaly” + y = x2. Etsi my6s alkuehtog(0) = 1, 3/ (0) = 2 vastaava yksittaisratkaisu.

84.

Etsi yleinen ratkaisu Airyn differentiaaliyhtalolig’ — xzy = 0. Mita ratkaisussa esiintyvét funktiot ovat?

85.

Kesatapahtumassa hyttysten maara oli tilaisuuden alussa 200 ja kolme tuntia myéhemmin 700. M&aran kasvuno-
peus hetkellg oli suoraan verrannollinen hyttysten maaraan sind hetkend. Muodosta hyttysten maaraa kuvaava
differentiaaliyhtal® ja sen ratkaisuna hyttysten maara mielivaltaisella hetke@ié oli hyttysten maara viiden

tunnin kuluttua tilaisuuden alkamisesta?

86.

Lohenviljelyaltaaseen, jossa oli 1100 kalaa, levisi kalatauti. Taudin vaikutuksesta kalamaara alkoi vaheta yhtalon

mukaisesti. Tass®(t) on kalamé&ara hetkell§ ja aikat on mitattu viikkoina. Kuinka monen viikon kuluttua
kaikki kalat olivat kuolleet?

87.

Muodosta funktiollef () = exp(arctan ) Maclaurinin polynomeja. Valitse asteluvuiksi ainakin 10, 20, 30, 40 ja
50. Vertaa naiden kuvaajia funktion kuvaajaan. Milla muuttujan arvoilla Maclaurinin sarja nayttéisi suppenevan?

88.

Laske sarjan

i (m; - 1)’“
P 3z +1
summa. Milla arvoillax € R sarja suppenee? Piirrd summafunktion kuvaaja.

89.

Jaa vektorc = 7i + 5j vektoreidera = 3i + 4j jab = 5i — j suuntaisiin komponentteihin.



90.

Olkoot A = (7,3), B = (1,2) jaC = (3,5) tason pisteitd. Muodosta kulmahBC puolittajan suuntavektori ja
sen suuntainen yksikkodvektori.

91.

Kolmiulotteisen avaruuden taso kulkee pisteidén= (7,3,1), B = (1,2,3) jaC = (3,5, —5) kautta. Laske
tason yksikkdnormaalivektori.

92.

Vektorit a, b ja c ovat kolmion kérkipisteider, B ja C' paikkavektorit. OlkoonP sivuille AC' ja BC piirrettyjen
korkeusjanojen leikkauspiste jasen paikkavektori. Tallbin patee

(p—b)-(a—c)=0, (p—a)-(b—c)=0.

Jos voidaan todistaa, ettd my@s — c) - (a — b) = 0, on tullut todistetuksi, etta kaikki kolme korkeusjanaa
leikkaavat samassa pisteessa. Suorita todistus Mathematican vektorialgebraa kayttaen.

93.

Tarkastellaan avaruuskayré@) = e'i+ et j + v/2tk, t € R. Piirrd kayra.

a) Muodosta kayralle parametriesitys, missé parametrina on arvea) vastaavasta pisteestd parametrin
kasvusuuntaan mitattu kaarenpituus

b) Maarita kayralté pisté?, joka on kayraa pitkin mitattuna etéisyydeliépisteestéd(1, 1,0) parametrint
kasvusuuntaan. Laske koordinaattien likiarvot ja vertaa kuvaan.

c) Laske kayrén kaarevuus ja kierevyys pisted3séka tdhan pisteeseen liittyva kolmikaiitan, b}.
d) Maarita kayran pisteeseéhliittyvan kaarevuusympyran keskipiste ja sade.
e) Missa pisteessa kayran kaarevuus on suurimmillaan ja mik&a on maksimiarvo? Vastaavatko arvot kuvaa?

f)  Missa pisteessa kayran kierevyys on suurimmillaan ja mikd on maksimiarvo?

94.

Tutkimuksessa todettiin, ettd 200 gramman keksipakkausten massan keskiarvo oli 204 g ja keskihajonta 6 g. Olete-
taan, ettd massa on normaalisti jakautunut. Kuinka monella prosentilla pakkauksista massa oli alle 200 g? Kuinka
monella prosentilla pakkauksista massa oli valilla 200 g — 210 g°?



