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Hitausmomentin maarittely

Massapisteer— massanan — fysikaalinen hitausmomentiertoakselin suh-
teen onJ = mr?, missé on kohtisuora etaisyys akselista.

Jos kyseessa on kappale, saadaan sen hitausmomentti lasketuksi kayttamalla sa-

; ; - : massakeski-
maa ideaa kuin massakeskipisteen laskemisessa: ;ste

Kappale jaetaan pieniin osiin, esimerkiksi pikku kuutioihin koordinaattitasojen
suuntaisilla tasoilla. Muunkinlaista jakoa 'pistemaisiin’ osiin voidaan kayttaa.
Jokaista osaa kohdellaan omana massapisteendan ja lasketaan naiden hitausmo-
mentit yhteen:

n

E 7‘,3, Amy,

k=1

missdAm, on k:nnen pikku kuution massa ja sen etaisyys kiertoakselista.

Tama on Riemannin summa, joka kuutioita pienennettaessa lahestyy maafafifnannin

integraalia. Yleensa kyseessa on kolmiulotteisen avaruuden integraali, mutt %garétty
koistapauksissa se on palautettavissa yhden muuttujan integraaliksi, kuten ggegzaji
pané esimerkissa osoitetaan. Integraalia kutsukappaleer(fysikaalisekgihi-

tausmomentiksi

Jos kappale on homogeeninen, ts. sen massatih@yvakio, onAm; = pAuvy,
missdAwv, on pikku kuution tilavuus. Talloip voidaan ottaa eo. summassa te-
kijaksi. Jaljelle jaAdva summa

n

Z 2 Avy

k=1

riippuu vain kappaleen geometriasta ja valitusta akselisuorasta. Vastaava inte-
graali onkappaleen matemaattinen hitausmomeslittoinen momenttakseli-

suoran suhteen. Matemaattinen hitausmomentti saadaan siis fysikaalisesta aset-
tamalla massatiheydeksi vakio= 1.
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Esimerkki hitausmomentin laskemisesta

LasketaanRk-séateisen pallon hitausmomentti keskipisteen kautta kulkevan algallo
lin suhteen, kun massatiheys on vakie- 1. .

Sijaitkoon kolmiulotteinen xyz-koordinaatisto siten, etté origo on pallon keskierdinaatisto
pisteessé. Kiertoakseli olkoon z-akseli. Pallo jaetaan edellé kuvatulla tavalla =)

ku osiin ja naista kerataan yhteen ne, joilla on sama etaisyys kiertoakselista. Yh-

teen kuuluvat osat muodostavat lieriokuoria akselina z-akseli. Jos etadisyyiaikrio

selista onr, on lierion korkeus Pythagoraan mukaay R? — r? ja pohjan sade M Pythagoraan
luonnollisestir. Jos lierickuoren paksuus akr, on kuoren tilavuus (eli massa/ause

koskap = 1) likimain 27r 2/ R2 — 12 Ar. 8 pohja (lierion)

Jakamalla palla lierickuoreen, muodostamalla jokaisen hitausmomentti ja las- _
kemalla yhteen saadaan Riemannin summa, joka approksimoi pallon hitaugﬁés-]?a””'”
menttia:

n

Zr,% 2211y 24/ R — 12 Ary.

k=1

Jakoa tihennettaessa, so. kuoria ohennettaessa, jolloin niiden lukuméaara ka-qua, t
tama lahestyy integraalia maaratty

integraali
R
J= 47T/ vV R? —r2dr,
0
mika siis antaa pallon hitausmomentin.
Integraali voidaan laskea tekemalld sijoitts= +/R? —r2, jolloin dt :i}zfﬁg)o'm'
T

———dr ja uudet rajat ovat = R, t = 0. Integraali saa seuraavan
T2 =Y J J g
muodon ja voidaan laskea:

0

0
J = 47r/R —(R? = *)t*dt = —47r/R (3R%° — 31°) = SR’

Hitausmomentti lausutaan yleensa kappaleen kokonaismassan avulla. KOSklili
massatiheys= 1, on kokonaismassa sama kuin tilavuus: = §WR3. Talldin (t”zsuﬂs)
pallon hitausmomentti voidaan kirjoittaa

J = %mRQ.

Tama vastaa tilannetta, jossa pallon massa on keskittynyt yhteen pisteeseen etai-
syydelle\/g R. Tata etaisyyttad sanotaan pallomaussateeksi
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