
Differentiaaliyhtälöt 1/3 � Sisältö
� HakemistoESITIEDOT: � derivaatta

KATSO MYÖS: � derivointisäännöt,� alkeisfunktioiden derivaatat

Differentiaaliyhtälön käsite

Differentiaaliyhtälöksikutsutaan yhtälöä, jossa tuntemattomana on funktio ja jo-� yhtälö

� funktioka sisältää tuntemattoman funktion derivaattoja.
� derivaattaEsimerkiksiy′′+y = 0 on differentiaaliyhtälö. Tuntemattomana on tällöin funk-
� derivaatta
(toinen)

tio y = y(x). Yhtälön ratkaisu on

y = C1 sinx+ C2 cosx,

missäC1 jaC2 ovat mielivaltaisia vakioita. Ratkaisu ei siten ole yksikäsitteinen,
vaan vakioille voidaan antaa mitkä arvot tahansa. Että eo. lauseke todella on
ratkaisu, nähdään derivoimalla: Koska � derivointi (al-

keisfunktioiden)

y′ = C1 cosx− C2 sinx, y′′ = −C1 sinx−C2 cos x,

on todellakiny′′ + y = 0 kaikilla muuttujanx arvoilla.

Toisena esimerkkinä olkoon differentiaaliyhtälöx2y′ + (xy − 2)2 = 0, jonka
ratkaisu on

y =
C + 4x3

Cx+ x4
.

TässäC on jälleen vapaasti valittava vakio.

Jotta saataisiin yksikäsitteinen ratkaisu, tarvitaan differentiaaliyhtälön ohella jo-
kin lisäehto. Edellisen esimerkin tapauksessa tällainen olisi vaikkapay(0) = 0,
y′(0) = 1, jolloin ainoa mahdollinen ratkaisu ony = sinx, ts.C1 = 1, C2 = 0.

Jälkimmäisessä esimerkissä vakioita on vain yksi, jolloin tarvitaan vain yksi li-
sävaatimus. Esimerkiksiy(1) = 2 antaisiC = 2.

Lisäehtoa, jossa annetaan funktion ja sen riittävän monen derivaatan arvot tietyl-
lä argumentin arvolla, kutsutaan nimelläalkuehto.

Differentiaaliyhtälöiden ratkaisemiseksi on melkoinen määrä erilaisia menette-
lyjä, joita ei tässä lähemmin tarkastella. Läheskään aina ei yhtälön ratkaiseminen
tavallisten alkeisfunktioiden avulla ole edes mahdollista. � alkeisfunktio

Differentiaaliyhtälöiden merkitys perustuu siihen, että niiden avulla voidaan ku-
vata erilaisia luonnon ja tekniikan ilmiöitä. Ratkaisemalla yhtälö saadaan tietoa
ilmiön käyttäytymisestä.
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Esimerkki 1 differentiaaliyhtälöistä

Tarkastellaan kappaletta, joka riippuu kiinteästä tuesta kierrejousen varassa ja jo-
ka voidaan saattaa pystysuoraan liikkeeseen. Poikkeama tasapainoasemasta ol-
koon ajan funktioy(t). Se olkoon positiivinen tasapainoaseman yläpuolella, ne-� funktio
gatiivinen alapuolella.

y

tasapainoasema

Jos kappaletta nostetaan ylöspäin, puristuu kierrejousi kokoon ja työntää kap-
paletta alaspäin. Jos sitä vedetään alaspäin, venyy kierrejousi ja vetää ylöspäin.
Jousen aiheuttama voimaF1 on verrannollinen poikkeamaan tasapainoasemasta:
F1 = −ky, missäk on positiivinen vakio. Etumerkki aiheutuu siitä, että voiman
suunta on vastakkainen poikkeamalle.

Oletetaan lisäksi, että kappaleen alapuolelle on sijoitettu nesteellä täytetty astia
siten, että kappaleen liike tapahtuu nesteen sisällä. Tällöin neste vaimentaa kap-
paleen liikettä. Vaimentava voimaF2 on sitä suurempi, mitä nopeammin kappale
liikkuu; voiman suunta on nopeudelley′ vastakkainen:F2 = −cy′, missä verran- � nopeus

� derivaattanollisuuskerroinc on positiivinen vakio.

Sysättynä pystysuoraan liikkeeseen kappale alkaa heilahdella nesteen vaimen-
taessa heilahtelua. Poikkeamay(t) voidaan laskea seuraavasti:

Newtonin lain mukaan kappaleeseen vaikuttava kokonaisvoima on kappaleen� Newton
massan ja kiihtyvyyden tulo:F = my′′. Kappaleen pystysuora heilahtelu voi-� kiihtyvyys

� derivaatta
(toinen)

daan tällöin mallintaa differentiaaliyhtälöllä, jonka molemmat puolet esittävät
kappaleeseen vaikuttavaa voimaa:F = F1 + F2 eli my′′ = −ky − cy′.
Jos kappale sysätään liikkeelle (ajanhetkellät = 0) siten, että sille tasapainoa-
semassa annetaan alkunopeusv0 ylöspäin, on differentiaaliyhtälö ratkaistava al-
kuehtonay(0) = 0, y′(0) = v0. Ratkaisuna on tällöin � eksponentti-

funktio
� sini

y(t) = 2mv0√
4km−c2 e

− c
2m
t sin

(√
4km−c2

2m
t
)
,

missä on oletettu, että nesteen aiheuttama vaimennus on vähäistä:c <
√

4km.
Ratkaisun laskemista ei tässä tarkastella.
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Esimerkki 2 differentiaaliyhtälöistä

Yksinkertaisessapopulaatiomallissavoidaan ajatella, että populaation lisäys ai-
kavälillä ∆t on suoraan verrannollinen populaation sen hetkiseen kokoon ja ai-
kavälin pituuteen. Jos populaation koko ajanhetkellät on p(t), on siis

∆p = p(t + ∆t)− p(t) = kp(t)∆t,

missä verrannollisuuskerroink on positiivinen vakio.

Tällöin on � erotusosa-
määrä

p(t + ∆t)− p(t)
∆t

= kp(t),

mistä rajaprosessilla∆t → 0 päästään populaation käyttäytymistä mallintavaan� derivaatta
differentiaaliyhtälöön

p′ = kp.

Tämän ratkaisu on � eksponentti-
funktio

p(t) = Cekt,

missäC on vapaasti valittava vakio. Kyseessä on eksponentiaalisen kasvun malli.
Vakio C määrätään jälleen alkuehdon perusteella: Jos populaation koko tunne-
taan esimerkiksi ajanhetkellät = 0, on alkuehtonap(0) = p0 ja saadaanC = p0.

Esimerkki osoittaa kaikkien mallien yhteisen piirteen: mallilla on rajoituksensa.
Populaatiomallissa on käsitelty hyvin yksinkertaisesti populaation kasvun perus-
teita. Huomioon ei ole lainkaan otettu kuolleisuutta, rajattomasta kasvusta aiheu-
tuvaa ravinnon niukkuutta, sisäisiä kitkatekijöitä (esimerkiksi keskinäistä kilpai-
lua), ulkoisia vihollisia, jne. Mikään malli tuskin huomioikaan kaikkia vaikut-
tavia tekijöitä, mutta puuttuvien tekijöiden ollessa merkitykseltään mitättömiä,
malli antaa hyviä tuloksia. Jokaisella mallilla on sitenpätevyysalueensa.
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