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Trigonometriset funktiot suorakulmaisessa kolmiossa

b

Olkoon « suorakulmaisen kolmion terava kulmatadman vastainen kateetti, B kolmio
viereinen kateetti ja kolmion hypotenuusa. Kulmaa trigonometriset funktiot B kuima

maaritelladn seuraavina sivujen suhteina: (terava)
H kateetti
sini: vastaisen kateetin suhde hypotenuusaasireti = a/c; M hypotenuusa
kosini: viereisen kateetin suhde hypotenuusaanmsliv = b/c; B funktio
tangentti:  vastaisen kateetin suhde viereiseetualiv = a /b;

kotangentti: viereisen kateetin suhde vastaiseetvely = b/a.

Trigonometrisia funktioita on kaksi muutakin, mutta suorakulmaisen kolmion
kasittelyyn riittvat edella olevat.

Koska suorakulmaisen kolmion terava kulman valilla0° < o < 90°, antaa
edella oleva funktioiden maarittelyn vain talla valilla.

[ Pythagoraan

Pythagoraan lauseen mukaanani- b> = ¢, jolloin laLse

(l2 2

—+—=1 el sina+cos?a=1.
2 c?

(Yleisesti on tapana kirjoittagin® o merkityksessdsin o). Jalkimmainen tapa
saattaisi kylla olla johdonmukaisempi.)

Jos suorakulmaisen kolmion toinen terava kulmaoniin toinen on90° — «.
Edella kaytetyin merkinnoin on talldin
sin(90° — o) = b/c =cosa ja tan(90° — a) =b/a = cot a

B kulma

ts. kulmana kosini on sama kuin komplementtikulman°® — « sini, samoin (komplementti-)

kotangentti on komplementtikulman tangentti.
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Trigonometristen funktioiden tarkeat arvot

Antamalla kolmion muuntua siten, e@d— 0° tai « — 90°, saadaan trigono-
metrisille funktioille arvot

sin0° = cos90° = 0,
sin90° = cos0° = 1,
tan0° = cot90° = 0.

Kulmien 30°, 45° ja 60° trigonometristen funktioiden arvot voidaan helposti las-
kea nelitn ja tasasivuisen kolmion avulla. Pythagoraan lauseen perusteella r@héns
lavistajan pituus oR/2, jos sivun pituus orl. Samoin on tasasivuisen kolmiorM tasasivuinen

korkeusjana/3, jos sivun pituus or2 ja sivun puolikas siig. [ muistikolmio
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, [ Pythagoraan
lause
2
1 V2 V3
n 45 60°
1 (A
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Trigonometristen funktioiden yleinen maarittely

Mielivaltaisen kulman trigonometriset funktiot maaritellaan yksikkdympyrém kuima (taso-)
avulla.

Yksikkoympyra on origokeskinen ympyra, jonka séde=eri. Kulma « sijait- Bympyra
see siten, ettd sen karki on origossa ja oikea kylki (alkukylki) positiivisellagorigo
akselilla. Jos vasen kylki (loppukylki) yhtyy oikeaan kylkeen, kulman SUUIY3rigo

on = 0. Kulma kasvaa, kun loppukylki kiertyy positiiviseen kiertosuuntaan, ¥ kiertosuunta
vastapaivaan. Kylki voi kiertya useita kierroksia, jolloin saadaan miten suygigitiivinen)
kulmia tahansa. Vastaavasti negatiiviseen suuntaan (myo6tapaivaan) kiertyrirp&rptosuuma
merkitsee kulman pienenemista ja negatiivisia kulmia. (positiivinen)

Kulman o suuruus mitataan yleensa radiaaneissa puhuttaessa yleisista trig@rtaani
metrisista funktioista.

Kulman « kiertyva loppukylki kohdatkoon yksikkdympyréan pisteeqsdy).
Kuuden trigonometrisen funktion maaritelmat ovat talldin seuraavat:

sini: sina = y; kosini: cosa = ;
. Yy  slna . T Cosw
tangentti: tana = = = ; kotangentti: cota = — = ——;
r  Cos« Y Sin o
. 1 1 . 1 1
sekantti: seca=— = : kosekantti: csca = - = ——.
r  Cosw Yy  slno

Josa on ensimmaisen neljanneksen kulma,sox 0, y > 0, yhtyvét sinin, ko-
sinin, tangentin ja kotangentin maaritelmat suorakulmaisen kolmion avulla an-
nettuihin. Yleiset maaritelméat ovat siten aiempien yleistyksia.

Funktiot sini, kosini ja tangentti ovat yleisesti kaytettyja. Kotangentti, sekantti
ja kosekantti ovat harvinaisempia, mutta varsinkin kahta viimeista nakee melko
paljon amerikkalaisissa oppikirjoissa. Myds monet matemaattiset tietokoneoh-

jelmistot kayttavat niita.
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Trigonomteristen funktioiden perusominaisuudet

Koska yksikkOympyran yhtalo on? + y? = 1, on ilmeisestikin kaikilla kulmilla Hyhtals
« voimassa M kulma (taso-)

sin?a + cos® o = 1.

Maaritelmien perusteella on ilmeista, etta trigonometristen funktioiden arvojen
valilla vallitsee yksinkertaisia yhteyksia; tarkeimmat ovat seuraavat:

sin(—a) = —sina; sin(m — a) = sina;
cos(—a) = cos q; cos(m — a) = — cos ;
sin(m/2 — a) = cos o cos(m/2 — ) = sin ¢
tan(—a) = —tan «;

cot(—a) = — cot a;

tan(m/2 — a) = cot «; cot(m/2 — a)) = tan a.

Naiden hahmottaminen on yksinkertaisinta ajattelemalla tilannetta yksikkdym-
pyrassa. Ulkoa opiskeluun tuskin on aihetta.

wooooom
| T (cosa,sina) / 77777 -\ (cos v, sin )
<+ a g aga > 7 | : \ £

YA (cota, 1)
1 TN ¥ (1, tan @)
A
«
AN
Sini, tangentti, kotangentti ja kosekantti ovat parittomia funktioita, kosini ja u%ak;:f)o)n
kantti parillisia. Kaikki trigonometriset funktiot ovat jaksollisia, jaksaa Tan- .
o . o L H parillinen
gentilla ja kotangentilla on lyhyempikin jakso, nimitt&in (funktio)
H jaksollinen
(funktio)
H pii
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Trigonometristen funktioiden merkkikaaviot

Trigonometriset funktiot saavat seuraavat merkit yksikkdympyran eri neljannek-

sissa:
+ |+ - | + - | +

sini kosini tangentti
kosekantti sekantti kotangentti
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Trigonometristen funktioiden kuvaajat

Trigonometristen funktioiden kuvaajat nayttavat seuraavilta: H kuvaaja

Y
Y = COST

Ty =sinx

IIDVINNNE
AR

(A ‘y:se(‘::r ‘ ‘ ) y:‘cscx‘
ﬁ ﬁ\%%ﬁﬂ Wm% &

Sini ja kosini ovat maariteltyja kaikilla argumentinreaaliarvoilla. Muut funk-
tiot ovat maariteltyja muualla paitsi nimittajan nollakohdissa. Funktioiden laht6-

joukot ovat siten seuraavat: H |aht6joukko
sinz, x€R; cosr, x€R;
tanx, x# 5+ nm; cotx, x #nm;
secw, T # §+nm; cscr, T F#nm.

Funktioiden sini ja kosini arvot ovat valilla-1, 1], tangentti ja kotangentti saavar vali

oo . .. . . reaaliakselin)
kaikki reaaliarvot, sekantin ja kosekantin arvot ovat itseisarvoltadn B itseisarvo

(reaaliluvun)
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Trigonometristen funktioiden historiaa

Trigonometrian ja trigonometristen kaavojen — funktioita sitovina algebri@trigonometria
lisina yhtaléina — merkittava kehitys ajoittuu 1500-luvulle. Huomattavag@iigebra
nimena kannattaa mainita ranskalainen lakimies Francois Viete, latinalaisigjie
Franciscus Vieta, jonka harrastuksena oli matematiikka ja joka saavutti moniakin
merkittavia tuloksia.

Trigonometrian historia sinansa ulottuu paljon kauemmas. Nimitys tarkoittaa
kolmioiden kulmien mittaamista, jolla on ollut kayttonsd maanmittauksessa ja
tahtitieteessé vanhalta ajalta lahtien. Trigonometrisina pidettavia tarkasteluja,

joskin ulkonasltadn meidan trigonometriastamme taysin poikkeavia, on jo Pto-
lemaioksen kirjoituksissa 100-luvulla jKr. LAnsimaisen trigonometrian ens@Ptolemaios
mainen merkittava nimi on Konigsbergissa (nykyaan Kaliningrad) syntynyH'a

Keski-Euroopassa vaikuttanut Johannes Regiomontanus 1400-luvulla. Regiomontanus

Trigonometristen funktioiden teoria kompleksialueelle ulotettuna (mitd tassa ei
kasitelld) on peraisin 1700-luvulta. Kehittgjia ovat ranskalainen Abraham de
Moivre ja ennen muuta sveitsilaissyntyinen monissa Euroopan maissa tydsken-
nellyt Leonhard Euler. E Euler
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