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Massakeskipisteen maarittely

Kappaleemassakeskipisteli painopistekuvaa massan keskimaaraista sijaintia.

Jos kappale ripustetaan massakeskipisteesta, se pysyy milladn tavoin kiertymét-
ta siind asennossa, johon se asetetaan. Kappaleeseen vaikuttavan painovoiman
momentti taman pisteen suhteen on siis.

Massakeskipisteen koordinaatit voidaan laskea massajakaumalla painotettuina

. . .. . . keskiarvo
keskiarvoina. Tama tarkoittaa seuraavaa: (painotettu)

Jaetaan kappale pieniin osiin, esimerkiksi pikku kuutioihin, joiden s&drméat gaat
kolmiulotteisen xyz-koordinaatiston akselien suuntaiset. Merkitdd@messa koordinaatisto
pikku kuutiossa olevaa massdan,, ja sen sijaintia, esimerkiksi keskipisteefyz-)
koordinaattejg xy, yx, z1). Keskipisteiden x-koordinaattien keskiarvo massaja-
kaumalla painotettuna on
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missam = >, _, Am,, on kappaleen kokonaismassa.

Kyseessa on erdanlainen Riemannin summa, joka pikku kuutioiden muod&u'ﬁé‘?maﬂ”'”

maa jakoa tihennettdessa johtaa integraaliin. Yleisessa tapauksessa kyset%s%?ﬁg tty
integraali kolmiulotteisen avaruuden alueen, nimittain kyseessa olevan kappaiaaii
leen yli. Erikoistapauksissa se on kuitenkin pelkistettavissa reaaliakselin sulje-

tun valin yli otetuksi integraaliksi, kuten myéhempana oleva esimerkki osoit@auljettu vali

Integraali antaa massakeskipisteen x-koordinaggin
Vastaavalla tavalla saadaan massakeskipisteen y- ja z-koordirgatit,.

Jos kappaleen massatiheys on vakifyksikkona kgm?), on Amy = pAuvy

jam = pv, missaAv; tarkoittaa pikku kuution jar koko kappaleen tilavuutta.

Em. x-koordinaatin lausekkeessa voidaan seké osoittajassa etta nimittdjassa ottaa
talldin p tekijaksi ja supistaa pois. Tuloksena saadaan yksinomaan kappaleen
geometrisista ominaisuuksista (koko, muoto) riippuva lauseke
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joka myds antaa maaratyn integraalin jakoa tihennettdessa. Tulosta kutsutaan
kappaleen geometrisen keskipisteenkelskionx-koordinaatiksi. Se on lasket-
tavissa mahdollisista massajakaumista riippumatta.
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Esimerkki massakeskipisteen laskemisesta

Olkoon tarkasteltavana puoliympyrdn muotoinen homogeeninen levy, ts. Byynpyra
jonka massatiheys on vakio. Geometrinen keski6 ja massakeskipiste ovat tallgin

sama asia. Lasketaan tdman koordinaatit. -

Sijoitetaan koordinaatisto siten, etta origo yhtyy puoliympyran keskipisteese®rdinaatisto
ja levy sijaitsee x-akselin ylapuolella. Talléin levyn reunoina ovat x-akseli(¥-)
ympyranz? + 3% = R? kaari, missd > 0.

Symmetriasyisté keskion x-koordinaatti en0.

yn

Keskitn y-koordinaatin laskemiseksi levy jaetaan periaatteessa pikku nelidihin
vastaten edelld kasiteltyjd pikku kuutioita, koska kyseessé on kaksiulotteinen
kappale. Naista voidaan kuitenkin yhdistaa ne, joita vastaa sama y-arvo, jolloin
levy tulee jaetuksi x-akselin suuntaisiin pitkiin ja kapeisiin suorakulmioihin, joi-
den sivut ovatAyy ja 2/ R? — y2.

y-koordinaattien keskiarvoa approksimoidaan nyt painotettuna keskiarvona,z&s’al;]%':gx;’
sa painoina ovat tallaisten suorakulmioiden alat:

Soroi Uk - 2/ B2 — y? Ay,
Zzzl 2 V R2 - yQAyk:
Jaon tihentdminen, so. suorakulmioiden kaventaminen ja lukumaaran lisaéaminen .
. .. S e aia e . . .. W maaratty
johtaa seké osoittajassa etta nimittajassa maarattyyn integraaliin. Nimittaja Wraali
tegraali esittdd puoliympyréan alaa ja on sh's%wRQ. Keskion y-koordinaatiksi
saadaan

[ integrointi
(kaavat)
1 R 9 R H integrointi
Yo=1—75 / WVR =P dy = 55 [ 5 =y (kaavat)
2 0 0 H integrointi
_ AR R (sijoitus)
3m H integrointi
(osittais-)

Kivela, 2t niinkuin matematiikka, versio 1.11



