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KATsO myos: M reaalifunktiot [ joukko-oppi

Funktiokasitteen méaarittely

Funktio f joukostaA joukkoon B tarkoittaa saantoa, joka jokaiseen joukén M joukko
alkioon liittaa jonkin alkion joukost#. Yleensa merkitaarn : A — B. H alkio

Josz on joukonA alkio (merkitaan: € A) ja y tahan liittyva joukonB alkio
(v € B), merkitdany = f(z) ja sanotaan, etta funktip kuvaaalkion x alkiolle
y tai ettay on alkionz kuvafunktiossay.

JoukkoA on funktion f lahtdjoukkoeli maarittelyjoukkga B senmaalijoukko

Joskus kaytetaan sanaavaussynonyymina funktiolle. (Toisinaan silla voi kylla
olla my6s hieman funktion kasitteesta poikkeava merkitys.)

Funktion 1ahto- tai maalijoukon ei tarvitse olla lukujoukko. Varsin luonnollinen
joukkotyyppi on vaikkapa vektorijoukko. Varsinkin lukujoukkojen tapaukse Siaektori
funktio annetaan usein ilmoittamalla sen lauseke, mutta muitakin mahdollisuuk-
sia on.
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Esimerkkeja funktioista

1) Olkoon A kaikkien Suomen kansalaisten joukko fasellaisten 11 merkin M joukko
jonojen joukko, jotka ovat muodollisesti oikeita henkildtunnuksia. S&anto, joka
jokaiseen Suomen kansalaiseen liittaa hanen henkildtunnuksensa, on funktio.

2) Olkoon A = B = R (reaalilukujoukko). Funktigf : A — B voidaan maari- M reaaliluku
tella asettamallg (z) = x?, jolloin jokaiseen reaalilukuun litetaan sen nelié.

3) Olkoon A reaalilukujoukko kuten edellda, mutfa ei-negatiivisten reaaliluku-
jen joukko (merkitaan useiB = R, ). Funktiof : A — B maaritelladn samoin
kuin edella:f(x) = x?. Vaikka saantd onkin sama, pidetéan taté eri funktiona
kuin edellisessa kohdassa, koska maalijoukko on valittu eri tavoin.

4) OlkoonA = B = N (luonnollisten lukujen joukko). Funktig : A — B Ek'ﬁonno”i”e”
voidaan maaritella myos seuraavasti:

f1) =1,
f(2) =1,
f(n)=f(n—=1)+ f(n—2), kunn > 3.
B rekursiivisesti

Maarittelya kutsutaan rekursiiviseksi, koska esimerkijkgi) on madritelty ar- maaritelty
vojen f(4) ja f(3) avulla ja ndma on edelleen palautettava arvojtfid) ja f(1). Iukujono
(Funktion f arvoja kutsutaafibonacci’'n luvuiksi) -

5) Olkoon lahtdjoukkona xy-taso, ts. reaalilukuparien joukko. Talléin merkitdé&ardinaatisto
A = R2. Maalijoukko olkoonB = R. Maaritellaan funktiof : A — B, joka (x¥)
jokaiseen xy-tason pisteeseen liittda eraan lukuaryomn:y) = 2> — y?. Tama

on esimerkkkahden muuttujan funktiosta

6) Vastaavaan tapaan voidaan méaaritag@an muuttujan funktig : R* — R
asettamalla vaikkapf(z1, xo, ..., z,) = 2 + 3+ - - - + 22. Tassa om > 1.

7) OlkoonA = R ja olkoon B kolmiulotteisten vektoreiden joukko. Yhtald ~ H vektori
r(t) =costi+sintj+tk

maarittelee talldivektoriarvoisen funktion : A — B. Funktion voidaan katsoa
esittavan ruuviviivaksi kutsuttua avaruuskayraa. H ruuviviiva

H kayra
(avaruus-)
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Surjektio, injektio, bijektio

Funktionf : A — B maalijoukonB jokaisen alkion ei tarvitse olla lahtdjoukori# joukko
jonkin alkion kuva. Ne maalijoukon alkiot, jotka todella ovat kuvia, muodos@-alkio
vat kuvajoukontaté merkitaarf(A). Samalle kuvajoukon alkiolle voi kuvautua
useampiakin lahtdjoukon alkioita.

Jos kuvajoukko on sama kuin maalijoukko, ts. jokainen maalijoukon alkio on
ainakin yhden alkion kuva, sanotaan, etta funkticsorjektia

Jos jokainen maalijoukon alkio on enintdén yhden alkion kuva, funktiota sano-
taaninjektioksi

Jos jokainen maalijoukon alkio on tasmalleen yhden alkion kuva, ts. funktio on
seka surjektio ettd injektio, sanotaan, etta sigektio. Bijektiossa siis jokaista
laht6joukon alkiota vastaa yksi maalijoukon alkio ja k&éntaen.

Esimerkiksi: OlkoonR reaalilukujoukko jaR . ei-negatiivisten reaalilukujen
joukko. Josf(z) = z?, niin

f : R — R ei ole surjektio eika injektio,

f : R — R, on surjektio, mutta ei injektio,

f : R, — R ei ole surjektio, mutta on injektio,

f Ry — R, on seka surjektio ettéd injektio, ts. bijektio.

A B A B A B
© © o——>o0 o—{>0
injektio, surjektio, bijektio

ei surjektio ei injektio

Kivela, 2t niinkuin matematiikka, versio 1.11



Funktiokasite 4/6 M Sisalto
ESITIEDOT: B Hakemisto
KATsO myos: M reaalifunktiot [ joukko-oppi

Yhdistetty funktio

Olkoon funktionf maalijoukko sama kuin funktion lahtdjoukko:f : A — B, Mjoukko
g : B — (C. Talléin voidaan muodostaa naistadistetty funkticdh : A — C
asettamalla:(z) = g(f(z)) kaikilla z € A. Alkio z € A siis kuvataan ensin M alkio
funktiolla f joukkoonB alkiolle f(z) ja tam& edelleen joukkodti funktiolla g.

Yhdistettya funktiota merkitaal = g o f.

Olkoon esimerkiksi yhdistettavana funktipta g, f(z) = 2z + 1, g(z) = 27,

kummankin 1&ht6- ja maalijoukko olkodR. Nama voidaan yhdistad kahdella
tavalla:h = go f, k = f o g. Tall6in on

9(2x
k(z) = f(g(x)) = f(2?)

Tulokset eivéat siis ole samat.

(2z+1)* ja

+1) =
= 22% 4 1.
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Kaanteisfunktio

Jos funktiof : A — B on bijektio, kuvautuu jokaiselle joukoR alkiolle t&s- M joukko
malleen yksi joukonA alkio. Talléin voidaan méaaritella funktig : B — A ®alkio
asettamalla alkiopg € B kuvaksi talle kuvautuva joukoA alkio.

Funktiotag kutsutaan funktiory kaanteisfunktioksiMerkitaang = f~1, jolloin
my6sg~! = f. Jos siisf ja ¢ muodostavat funktio—kaanteisfunktio -parin, on
y = f(x),jos javain jost = g(y).

Joukon A identtiseksi funktiokskutsutaan funktiota : A — A, joka kuvaa
jokaisen alkion itselleen{z) = x kaikilla z € A. Josi4 on joukonA identtinen
funktio ja ip vastaavasti joukorB, patee em. funktio-kaanteisfunktio -parista
yhdistetyille funktioilleg(f(z)) = xeligof =iaja f(g(y)) =yeli fog =ig.

Esimerkiksi funktionf(z) = x* kaanteisfunktio ory(z) = +/z, jolloin sekéa
laht6- ettd maalijoukkona on ei-negatiiviset reaaliluRut
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Funktion kuvaaja
Olkoot A ja B reaalilukujoukon osajoukkoja. M joukko

Funktionf : A — B kuvaajamuodostuu niista xy-tason pisteista, joiden kodH reaaliluku
dinaatit toteuttavat yhtalom = f(x), z € A. M osajoukko

=
Koska jokaistar € A vastaa yksi funktion arvo, sijaitsee jokaisella y-akseliordinaatisto
suuntaisella suoralla (joukoA kohdalla) tdsmalleen yksi kuvaajan piste. J@sy-)
funktio f on jatkuva, muodostuu kuvaajasta yhtendinen kayra. H koordinaatti

Samalla tavoin voidaan muodostaa kahden reaalimuuttujan funktion kuvaaj® geuvuus
xyz-avaruuden pisteet, jotka toteuttavat yhtatéa f(z,v). Jos funktio on jat- Mkayra (taso-)

kuva, kyseessa on kolmiulotteisen avaruuden pinta. |
koordinaatisto

(xyz-)
H pinta

H pinta (toisen
asteen)
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