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Geometrinen kuvaus

Geometriseksi kuvauksekgitsutaan funktiota, jonka lahtdjoukkona ja samo funktio
maalijoukkona on tasogeometriassa koko taso ja avaruusgeometriassa kokm kalaus
miulotteinen avaruus. H I4htojoukko

Kuvaus liittad jokaiseen lahtGjoukon pisteesgefonkin maalijoukon pisteen M maalijoukko
P’'. Merkitd&dnP’ = F(P), missaF' on kuvauksen nimi.

Kuvaus F' voidaan ilmoittaa kertomalla, miten kuvapisteh suorakulmaiset
koordinaatit(z’, y') lasketaan, kun argumenttipisteénkoordinaatit(x, y) tie-
detdan; avaruudessa vastaavastiy’, 2’) ja (¢, y, 2):

’ :L‘IZfl(:L’,y,Z),
{oZfon 3y =hlewe)
2\ I 2= f3(x,y, 2).

Geometrisen kuvion kuvautuminen maaritetaan periaatteessa pisteittain: laske-
taan kuvion jokaisen pisteen kuva erikseen.

Tasotapauksessa kuvaus voidaan esimerkiksi maaritella yhtaléilla

x' =2x + 3y,
y =3z —uy.
Tassa jokainen suora kuvautuu suoraksi ja esimerkiksi ympyran kuva on ellstiora
H ympyra
H ellipsi

~ -

Kuvaukset voivat olla monimutkaisempiakin eik& suoran valttamatta tarvitse ku-
vautua suoraksi, vaan tuloksena voi aivan hyvin olla jokin kayra.

ometria

Kuvaus voidaan toisaalta maaritella myds synteettisen geometrian késittein%ygﬁ eettinen)

merkiksi pisteenP kuvaksi asetetaan piste, joka saadaan kiertamall&o¢ata
positiiviseen suuntaan pitkin ympyraviivaa, jonka keskipisteené on kiinte& piste
K.
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Euklidiset kuvaukset: siirto ja kierto

Geometrisia kuvauksia, jotka sailyttavat kuvattavan geometrisen kuvion nmifanktio
don, kutsutaaeuklidisiksi kuvauksiksNaita ovatsiirto, kierto, peilausja skaa- ® kuvaus

laussek& naista yhdistamalla saadut kuvaukset. H yhdistetty

funkti
Esimerkiksi vektorigeometriaa kayttaen voidaan kuvauksille johtaa Iauseklﬁ%%fmetria

missa kuvapisteeft’ koordinaatit(z’, y') tai (z', ', ') lausutaan pisteeR koor- yektori-)
dinaattien(x, y) tai (z, y, z) avulla.

e Kuvaus orsiirto, jos pisteen” kuvapisteP’ saadaan siirtamalla pistetta
annetun matkan annettuun suuntaan.

/Pl
P

e Kuvaus onkierto, jos tasotapauksessa kuvapistesaadaan kiertamalla
pistetta” annetun kulman verran annetun pisteaartokeskuksegmpa-
ri. Jos kyseessa on kierto kolmiulotteisessa avaruudessa, kiertokeskus on
korvattava suorall&iertoakselilla

Jatkuu
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Euklidiset kuvaukset: peilaus ja skaalaus

e Kuvaus orpeilaus jos kuvapisteP’ asetetaan pisteen kanssa symmetri-
seen asemaan annetun suoran suhteen. Avaruustapauksessa suora on kor-
vattava tasolla.

e Kuvaus onskaalauskeskuksena annettu pisté, jos kuvapisteP’ asete-
taan samalle pisteestd alkavalle sateelle kuin pist® ja etaisyyksille
patee| K P'| = a|K P|, misséa on skaalaussuhdelosa < 0, asetetaan
P’ vastakkaiselle puolelle keskuskakuin P.

F -
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Projektiokuvaukset

Projektiokuvauksisskihtdjoukkona on kolmiulotteinen avaruus ja maalijoukke funktio
na jokin taman taso. Kun kolmiulotteisen avaruuden kuvion tai kappaleen@iauvaus
kainen piste kuvataan tallaisella kuvauksella, saadaan kuvion tai kapjpakeen lahtojoukko
kaksiulotteiseen tasoon. Tasoa sanotaan taman johklosttasoksi B maalijoukko

Projektiokuvauksia on kahta tyyppighdensuuntaisprojektioifa keskusprojek-
tioita.

Yhdensuuntaisprojektiossa taytyy kuvatason lisaksi olla annepijektiosa-
teiden suuntaTama ei saa olla kuvatason suuntainen. Pistedwuvapiste’

Ibydetaan asettamalla pisteéh kautta projektiosade so. suora, jolla on em.
suunta, ja maarittamalla piste, jossa projektioséde leikkaa kuvatason.

Q

. \

U T
M

Jos projektiosateet ovat kohtisuorassa kuvatasoa vastaan, pubdtzaomnaali-
projektiosta jos nain ei ole, projektio omino. M projektio

Keskusprojektiossa tarvitaan kuvatason liséksi kiinte& pmtgektiokeskugy’,
joka ei saa olla kuvatasossa. PistdehkuvapisteP’ on projektiosateeri P ja
kuvatason leikkauspiste. Aivan kaikille avaruuden pistétliei talla tavoin kuva-
pistetta I0ydeta: Jos sadéP on kuvatason suuntainen, ei leikkauspistetta luon-
nollisestikaan ole.
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Aksonometria; perspektiivikuvat

Yhdensuuntaisprojektiolla muodostettuja kuvia sanotalesonometrisiksi ku-

viksi. Tunnetuin esimerkki okavaljeeriprojektigjossa kuvatasona on yz-taso ja
projektiosateiden suunta on hieman vinossa x-akseliin nahden; kyseessa ei siis

ole ortogonaaliprojektio. Toinen merkittava aksonometriaiometrinen ortogo-
naaliprojektiq jota kaytetdan varsinkin teknisen suunnittelun havainnekuviss@ordinaatisto
Keskusprojektiolla muodostetut kuvat oysrspektiivikuvia byz)
Ihmissilma ja kamera muodostavat kuvia likimain keskusprojektion periaatteel-

la. Taman johdosta perspektiivikuvat nayttavat varsin luonnollisilta. Aksonomet-

riset kuvat nayttavat usein tietylla tavoin venéhtaneilta, sitd enemman, mité vi-
nommasta aksonometriasta on kyse. Niiden etuna on kuitenkin — ainakin ollut
kasinpiirtamisen kautena — helpompi konstruoitavuus.

Yhdensuuntais- ja keskusprojektion maaritelmien perusteella voidaan johtaa _
synteettisen geometrian sdannot, joilla projektiokuvat on piirrettava. Tal iyetZQEE;)
puhutaandeskriptiivisesta geometriastdoisaalta esimerkiksi vektorialgebra

kayttden voidaan projektioille johtaa myds laskukaavat, joita kayttaen ku
tekeminen tietokoneella tulee mahdolliseksi.

I 7

eometria
tori-)

\
kavaljeeriprojektio dimetrinen ortogonaaliprojektio
keskusprojektio
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Mandelbrotin joukko

Sellaiset tason kuvaukset itseensa, joiden lausekkeet ovapésneaarista M kuvaus
tyyppié, saattavat johtaa varsin mutkikkaisiin kuvioihin. Naitd kutsutaan usein
fraktaaleiksi Tunnettu esimerkki oMandelbrotin joukko M joukko

Kuvaus F', joka synnyttdd Mandelbrotin joukon, esitetddn yleensa kompleﬁi-
lukujen avulla:w = F(z) = 2% + ¢, missac, z ja w ovat kompleksilukuja. kompleksiluku
Ajattelemalla kompleksiluvut ja w tason pisteiksi se voidaan kuitenkin tulkiti

kuvaukseksi tasosta tasoon. kompleksitaso

Itse asiassa jos = x + iy, w = ' + iy’ jac = a + b, niin yhtéldw = F(z)
voidaan hajottaa reaali- ja imaginaariosaan:

v =2*—y*+a,
y = 2xy +b.

Tassa on siis kyse kuvauksesta, jossa pisteen) kuvapiste(z’, y') lasketaan
eo. kaavoilla.

Mandelbrotin joukko méaaritellaan seuraavasti:

Muodostetaan jono tason pisteita siten, etté seuraavazpisteeli (11, Yni1)
lasketaan aina edellisen pistegreli (x,,, y,,) avulla:

2 2
Tny1 =2, — Yy, +a,

— — 52 i
Zny1 = F(zn) = 2z + ¢ eli { Yo = 200 4 b.

Aloituspisteend on origey, = 0 eli (xo,y0) = (0,0) ja ensin lasketaan pistg,
ts. (z1,y1) soveltamalla edelld olevia kaavoja arvolla= 0. Seuraava piste;
eli (z2,y2) saadaan taman jalkeen asettamalla 1, jolloin kaavojen oikealle
puolelle sijoitetaan; eli (z1,y;). Nain jatketaan.

Pistejonon kayttaytyminen riippuu kompleksiluvusta (pisteest) (a,b). Jos

jono karkaa aarettomyyteen, tama piste ei kuulu Mandelbrotin joukkoon. Jos pis-
tejono sen sijaan pysyy rajoitetulla alueella (itse asiassa origokeskisessa ympy-
rassé, jonka sade en2), piste(a, b) kuuluu Mandelbrotin joukkoon.

Tuloksena on varsinkin reunoiltaan hakellyttavdn monimutkainen kuvio. Mis-

taan sdanndllisesta reunakayrasté ei voida puhua. Kuviota suurennettaesikaa (taso-)
vaitaan, etta samat (tai samankaltaiset) yksityiskohdat kertautuvat yha pienem-

massa mittakaavassa. Kuvio seuraavassa.
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Mandelbrotin joukon kuva

Kuvissa Mandelbrotin joukko esitetdan yleensa yhdella varilla, usein mustalla
tai valkealla. Joukon ulkopuoliset alueet esitetd&n useilla eri vareilla. Tietyn pis-
teen(a, b) vari kuvaa sitd, miten nopeasti edella kuvattu pistejono karkaa &aaret-
tomyyteen, kun koordinaatteja b kaytetaan laskennassa. Variskaala sindnsa on
mielivaltainen ja valitaan pikemminkin esteettisten mieltymysten mukaan.

Y& joukko on valkea, sen ulkopuoli musta.
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