Yhtalot 1/3 M sSisalts
ESITIEDOT: B Hakemisto
KATso myos: M polynomiyhtaloti juuriyhtalot M itseisarvoyhtal i trans-
kendenttiyhtal o trigonometrian kaaval logaritmifunktio J Newtonin ite-

raatio J@ yhtal6ryhmat

Yhtalo

Yhtaloksi kutsutaan kahden lausekkeen merkittya yhtasuuruutta, joka sisaltaa
vahintaan yhden symbolin (tuntemattoman). Taman arvo pyritdan maaraamaan
siten, etta yhtalo toteutuu, so. lausekkeet ovat yhta suuret. Yhtalolla voi olla yksi
tai useampiaatkaisuja— juuria — tai mahdollisesti ei lainkaan. Ratkaisujen
lukumaaraan vaikuttaa myos se, mista lukujoukosta niita etsitdén. Tavallisinta on
etsia reaalisia ratkaisuja, mutta niitd voidaan etsid my6s kompleksilukujoukosta,
luonnollisten lukujen joukosta tai jostakin ndiden osajoukosta.

Esimerkkeja yhtaloista ovat seuraavat:

a)7x’ +8 =0, b) sinz = e %,
)’ +y*+2x—4y+5=0, d)z?+y* =2

Kohtien a ja b yhtal6illa on yksi tuntematan, Edellisella yhtalolla ei ole reaali-
sia juuria, kompleksisia on kaksi; jalkimmaisella on aarettétman monta reaalista
ratkaisua.

Kohdan c yhtal6lla on reaalialueella tasmalleen yksi ratkaisu kahdesta tuntemat-
tomastar, y huolimatta:x = —1, y = 2. Yhtaloé voidaan nimittain saattaa muo-
toon(z+1)%+ (y—2)* = 0. Kompleksialueella ratkaisuja on &arettéman paljon:
toinen tuntematon voidaan valita vapaasti ja sen jalkeen ratkaista toinen.

Kohdan d yhtéldssa on kolme tuntematontay, z. Kompleksisia ratkaisuja on
iimeisestikin aarettbman paljon; itse asiassa mitka tahansa kaksi tuntematonta
voidaan valita vapaasti ja taméan jalkeen ratkaista kolmas. Reaalisia ratkaisuja on

myo6s aarettoman paljon, mutta talldin ei mita tahansa kahta tuntematonta valt-
tamatta voida valita aivan vapaasti. Mielenkiintoinen on tilanne, missa haetaan

vain kokonaislukuratkaisuja; naitakin on aarettéman paljon, ns. Pythagoraalll Rythagoras

vut. [ Pythagoraan
lause
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Yhtaldiden sieventaminen

Yhtaldiden sieventaminen tapahtuu siirtamalla termeja puolelta toiselle (jolloin
termin merkki muuttuu) ja kertomalla tai jakamalla yhtalén molemmat puolet
samalla luvulla tai lausekkeella. Jos lauseke=orD joillakin tuntemattoman
arvoilla, ndiden merkitys yhtalon ratkaisun kannalta on tutkittava erikseen.

Yhtalén molempiin puoliin voidaan kohdistaa myds sama funktio ja saadaan uusi
yhtald, jolla on ratkaisuina ainakin samat tuntemattoman arvot kuin alkuperai-
sella yhtalolla. Jos siis, toteuttaa yhtalorf (x) = g(x), se toteuttaa myds yh-

talon h(f(z)) = h(g(x)). Juuria voi kuitenkin tulla lisdé. Esimerkiksi yhtalon

VvV = x — 2 ainoa juuri onz = 4, mutta jos yhtalén kumpikin puoli korotetaan
neliodn (so. niihin kohdistetaan funktidu) = v?), saadaan = z? — 4x + 4,

jolla on kaksijuurtag = 4 jax = 1. Samoin: Yhtalon: = —z ainoa ratkaisu on

x = 0, mutta yhtalorcos © = cos(—x) ratkaisuksi kelpaa mika luku tahansa! M kosini

H kasvava
gt nktio)
kasvava

Jos funktioh on aidosti kasvava (tai aidosti vaheneva), ovat yhtald) = g(x
jah(f(z)) = h(g(z)) yhtapitavia, ts. niilla on samat juuret. Tama seuraasuta
ta talloin on myds olemassa kaanteisfunktid ja toiseen suuntaan siirtymine funktio)

on itse asiassa tdman kohdistamista jalkimmaisen yhtalon kumpaankin pu 1oy
Siten esimerkiksi yhtaloillén(z* + 1) = In(2* + 2z +2) jaz® + 1 = 2* + 22+ 2 (fu\ﬁtio)

on samat juuret. B vaheneva

(funktio)

=
kaanteisfunktio

kaanteisfunktio

logaritmifunktio
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Eri tyyppisid yhtal6ita

Jos yhtald voidaan saattaa muot@on) = 0, missdp(z) on polynomi, puhutaan M polynomi

polynomiyhtalosta H yhtalo
bt e e ey e s . . . L - (polynomi-)
Jos yhtaldssa lisdksi esiintyy juurilausekkeita, kyseesgéauwiyhtalo. B
juuri
Jos yhtaléssa esiintyy muitakin funktioita, esimerkiksi trigonometrisia funktiQiurtopotenssi)
ta, eksponentti- tai logaritmifunktioita, kyseesséat@mskendenttiyhtalod B yhtalo (juuri-)
Itseisarvoyhtalbistjpuhutaan, jos yhtalossa esiintyy itseisarvoja. |

e g (el . . ) trigonometrinen
Yleispatevaa menettelya minka tahansa yhtalon ratkaisemiseen ei ole. Muat@gii (yleinen

f(z) = 0 kirjoitettua reaalista yhtal6a voidaan aina tutkia tarkastelemalla funiéaritelmé)
tion f(x) kayttaytymista: piirtAmalla sen kuvaaja, tutkimalla funktion merkj@eksponentti-
muuttumista, jne. Tarkkoja ratkaisuja ei talla tavoin yleensa saada, mutta Usefto

on mahdollista saada kasitys esimerkiksi niiden lukumaarasta. u
. ) _ . logaritmifunktio
Edellytyksena graafisille tarkasteluille yleensa on, etta funktion reaaliar- B yhtalo

voinen ja etsitaan reaalista juurtaKompleksisten juurten havainnollistaminefyranskendentti-
edellyttaisi useimmiten useampiulotteista kuvittelukykya, samoin graafisten)esi-

tysten tekeminen usean tuntemattoman yhtalGista. Kolmiulotteinen havainnggigais
taminen on viel& helppoa, mutta ulotteisuuden kasvaessa joudutaan vaikeukisiéisarvo-)

Menetelmét yhtaldiden ratkaisemiseksi voidaan jakigabrallisiin, joilla pyri- M itseisarvo
taan tarkkaan ratkaisuunumeerisiin joissa tavoitteena on konstruoida ratkageaamuvun)
sua kohden suppeneva lukujonogjaafisiin joissa joudutaan tyytymaan melk
karkeisiin likiarvoihin.

itseisarvo
kompleksilu-
vun)

Ajatukseltaan yksinkertaisin numeerinen menettely on Newtonin iteraatio. M kuvaaja
|

suppeneminen
(lukujonon)

¥ lukujono

E Newtonin
iteraatio
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