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Jatkuvuuden maaritelma

Reaalifunktiof onjatkuvapisteessa, jos funktion raja-arvo tassa pisteessa [ f;;'i(_t)'o
olemassa ja se on yhta suuri kuin funktion arvo: .
M raja-arvo
(funktion)

lim f(x) = f(a).

r—a

Funktion epgjatkuvuus voi ilmeta kahdella tavalla: Joko raja-arvoa ei ole olemas-
sa tai se kylla on olemassa, mutta ei ole sama kuin funktion arvo.

Funktio onjatkuva jollakin reaaliakselin valilléjos se on jatkuva taman vé-(-revaz::iakse"n)
lin jokaisessa pisteessa. Havainnollisesti taman voidaan sanoa tarkoittavan, etta
funktion kuvaaja on yhtenadinen kayra talla valilla. On kuitenkin tapauksia, joillSaivaaja

puhe yhtenaisesta kayrasta antaa liian yksinkertaisen mielikuvan. B kayra (taso-)

Alkeisfunktiot ovat yleensa jatkuvia maarittelyalueensa jokaisessa pisteq@aikeisfunktio
Usein sanotaan, etta funktiffz) = 1/x on epéjatkuva origossa. Tarkkaan ot-
taen kuitenkin funktio ei ole maaritelty origossa ja kaikkialla muualla se on seka
maaritelty etta jatkuva. Sanonta kuitenkin puolustaa paikkaansa siina mielessa, .
etté jos funktion maarittelyalue laajennetaan antamalla sille origossa jokin i ;g”ttely'
siita tulee vaistdmatta origossa epajatkuva.
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Esimerkkeja funktioiden epéjatkuvuuksista: hyppyepajatkuvuus

1) Funktiolla onhyppyepajatkuvuysisteessa, jos seka oikeanpuolinen etta v.

. : v e s . . |4 raja-arvo
semmanpuollnen raja-arvo tassa plsteessa on olemassa, mutta ne ovat erla#dglt%g])

(Talléin siis varsinaista raja-arvoa ei ole.) Ep&jatkuvuuden kannalta on epaolen-
naista, mika funktion arvg(a) on; se voi yhtya jompaankumpaan toispuolisista

: : . . . H raja-arvo
raja-arvoista tai olla jotakin muuta. (toispuolinen)

Esimerkiksi funktiolla

2%, kunz < 2,
x, kunz > 2

on hyppyepéjatkuvuus pisteessé: 2.

2) Maarittelemalla

2%, kunz < 2,
f(x) =14 2z, kunz > 2,
0, kunx=2

saadaan funktio, jolla on raja-ard@isteess& = 2, mutta tama poikkeaa funk-
tion arvostaf(2) = 0. Funktio on siis tdssé pisteesséa epéjatkuva.

3) Esimerkki yhdella lausekkeella maaritellysta funktiosta, jolla on hyppyepa-
jatkuvuus, onf(z) = arctan(1/z). Tarkkaan ottaen tdmd ei ole méaéaritelty ori-
gossa, mutta on luontevaa maaritella sen arvoksi jompikumpi toispuolisista raja-
arvoista— /2 tai 7 /2, jolloin origoon syntyy hyppyepéajatkuvuus.
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Lisaesimerkkeja funktioiden ep&jatkuvuuksista

4) Funktio f(z) = sin(1/z), kunz # 0, f(0) = 0, on jatkuva muualla pait-

si origossa. Origo on epajatkuvuuspiste, koska edes toispuolisia raja-arvoja ei
origossa ole olemassa, vaan funktio heilahtelee sita rajummin arvejga 1
valilla, mitd lahempéana origoa ollaan.

Y y =sin (1/x)

Sy (o

5) Esimerkkina funktiosta, joka on jatkuva vain yhdessa pisteessa (1) ja
kaikkialla muualla epdjatkuva, olkoon seuraava:

o) = x, kun z on rationaalinen
| 2—2, kunz onirrationaalinen
YN
| y=+=

1,
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—1 1 x

y=2—-x
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