Polynomien tekijoéihin jako 1/4 @ Sisaltd
ESITIEDOT: [ polynomit M reaaliluvut [l kompleksiluvut H Hakemisto
KATso Myos: M polynomiyhtalot

Polynomien alkeellinen tekijoihin jako

Polynomien tekijoihin jako on usein tarvittava apukeino. Tarkeita peruskaavoja
ovat seuraavat:

-yt = (z—y)(z+y),
n n o __ n—1 n—2 n—3, 2 n—2 n—1
=y = (x—y) @ "y + 2"y Yy

seka parittomilla arvoilla

"yt = (xty) (@t =" Py "y — L —ay ).

Liséksi polynomien tekijdihin jaossa voidaan kayttaa binomikaavaa (Pasdg@liomikaava
kolmiota) tai multinomikaavaa kaanteiseen suuntaan. H binomikaava

Polynomin tekijoihin jakoa tarvitaan usein lausekkeiden sieventamisessa. %ﬁnﬁ?a"n
I6in eo. kaavoja joudutaan kayttdmaan molempiin suuntiin. Sieventamisepgta-

voite ei yleensa ole itsestaan selva, vaan se riippuu yhteydesta: mita lausekkget€mikaava
on seuraavaksi tarkoitus tehda. Esimerkiksi ei ole selvaa, kumpaa seuraggista
muodoista on pidettava sievempana: multinomikaava

14 2t
1+2x

=l—z4+22 -4+ -2+ 28— 2"+ 2% — 2%+ 210
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Reaali- ja kompleksikertoiminen tekijoihin jako

Kysymys polynomien tekijoihin jaosta ei ole aivan yksinkertainen. Tulos nimit-
tain riippuu siita, millaiset luvut sallitaan tekijéiden kertoimiksi.

Jos annettuna on kokonaislukukertoiminen polynomi, on yleensa luonnollista
(tarvittaessa) pyrkia jakamaan se kokonaislukukertoimisiin tekijoihin. Aina ta-

ma ei tietenkaan ole mahdollista; esimerkkina on vaikkapa toisen asteen polyno-

mi 22 — 2x — 1. Jos kuitenkin sallitaan, etta kertoimet saavat olla mita tahansa
reaalilukuja, tekij6ihin jako onnistuu: H reaaliluku

2? =22 —1=[r— (1+V2)]z— (1-v2)]

Reaalilukujen salliminenkaan ei aina riitd. Polynomfat 1 ei voida reaalialu-

eella jakaa tekijoihin, mutta kompleksialueella kyll&: kompleksiluku

(x +1i)(x —1).

Reaalistenkaan tekijoiden ldytaminen ei valttamaétta ole yksinkertaista. Esimer-
kiksi:

2%+ 1= (22 + 1) (2% + V3z + 1)(2* — V3z + 1).

Ensimmaista astetta oleviin reaalisiin tekijoihin ei tassa paasta; kompleksiset kyl-
|& ovat olemassa.
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Tekijoihin jako polynomin nollakohtien avulla

Kysymys yhden muuttujan polynomin tekijéihin jaosta voidaan ratkaista pold-h e
nomiyhtalGiden teorian avulla. Jos nimittain ( pglytnaocr’m_)

p(x) = apz" + an71x"71 +...+a1x+ag

on astettan oleva polynomi, jonka nollakohdat, so. polynomiyhtéjin) = 0
ratkaisut ovatr,, z», ..., x,, voidaan kirjoittaa

p(z) = ap(z — x1)(x — 22) ... (T — Ty),

jolloin polynomi on tullut jaetuksi ensimmaista astetta oleviin tekijéihin. Men

_al ebran
tely perustuu ns. algebran peruslauseeseen. ‘i 9

peruslause
Jos kaikki nollakohdat ovat reaalisia, tekijoihin jako onnistuu reaalialueella; @& aaliluku

joukossa on kompleksilukuja, jako on mahdollinen vain kompleksialueella.

: L . . kompleksiluk
Esimerkiksi: Toisen asteen yhtaléa — 2z — 1 = 0 juuret ovatr; = 1+ /2 ja omplexsiiuku

o = 1 — /2. Nama ovat siis polynomin? — 2z — 1 nollakohdat ja tekijoihin
jaoksi saadaan

B yhtalo (toisen
asteen)

=2 —1=(x—a)(x—22) =[x — (1+V2)]z—(1—V2).

Kuudennen asteen polynomifi + 1 kaikki nollakohdat ovat

3 j . 3 j
m=L4L m=i my=-L 4L
_ 3 i _ _ V3 i
Ty=—%5 —3, T5 = —1, Te =5 — 3.

Tekijoihin jako kompleksialueella on talldin
— ; - V3 _ i V3 4 i V3 _ i V3 4 i
PHl=—-)z+i)a+ L -La+L+Hr- R -Hr-E+1),

mista paastaan reaalialueen tekijoihin kertomalla aina kaksi perattaista tekijaa
keskenaan:

2%+ 1= (22 + 1) (2% + V3z + 1)(2* — V3z + 1).

Menettely patee kaikille reaalikertoimisille polynomeille, koska naiden komp-
leksiset nollakohdat muodostavat aina liittolukupareja. H liittoluku
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Polynomin nollakohdat ja kertoimet

Suorittamalla kertolaskut polynomin tekijaesityksessa paadytaan toisen ja kol-
mannen asteen polynomien tapauksessa seuraavaan, kun oletetaan, etta korkeim-
man potenssin kerroin oa 1:

p2(z) = (2 —21)(7 — 12)
=22 — (T1 + 22)x + T129;
p3(z) = (2 —z1)(x — 22)(2 — 73)
= ZLB - (l’l + 29 + ZL’3)ZL’2 + (ZL’llL’Q + Xox3 + ZL’3£L’1)ZL’ — T1X9X3.

Vastaava lasku voidaan suorittaa korkeammankin asteen polynomeille.

Talloin paadytaan seuraaviin tuloksiin (missa edellytyksena siis on, etta kor-
keimman potenssin kerroin ea 1):

e Polynomin toiseksi korkeinta astetta olevan potenssin kerroin on nollakoh-
tien summan vastaluku.

e Polynomin vakiotermi on nollakohtien tulo sellaisenaan, jos polynomi on
parillista astetta, ja tulon vastaluku, jos polynomi on paritonta astetta.

Muillekin kertoimille saadaan vastaavantyyppiset lausekkeet, mutta ndma eivéat
ole aivan yhta yksinkertaisia. Kaikilla lausekkeilla on symmetriaominaisuus: Jos
mitka tahansa juuret vaihdetaan keskenaan, lauseke ei muutu.
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