Kompleksiluvut 1/6 M Sisaltd
EsITIEDOT: Mreaaliluvut H Hakemisto
KATso myos: M polynomien tekijéihin jakol vektori

Kompleksitaso

Lukukasitteen vaiheittainen laajennus johtaa luonnollisista luvuista kokona%ﬁ-onno”'”e”
kujen ja rationaalilukujen kautta reaalilukuihin. Jokaisessa vaiheessa ratkeWL%rlgonaisluku
yhtaldiden maara lisaantyy: yhtaio+ 2 = 0 ei ratkea luonnollisten lukujen jou-- rationaaliluku
kossa, mutta kyllakin kokonaislukujoukossa; yhtal8lié= 2 ei ole kokonaislu- H reaaliluku
kuratkaisua, mutta rationaalinen ratkaisu silla on; yhtafor 2 = 0 ratkeavuus Hyhtalo
edellyttaa rationaalilukujoukon laajentamista reaalilukujoukoksi.

H yhtalo
Jokaisessa vaiheessa uusi lukujoukko on edellisen laajennus: edeltdja on (rmeremi-)
joukon osajoukko. H osajoukko

Prosessia voidaan jatkaa. Yhtaloéttd+ 1 = 0 ei ole ratkaisua reaalilukujou-
kossa, mutta laajentamalla reaalilukujoukko edelleen kompleksilukujen joukok-

si tallekin yhtaldlle (ja samalla kaikille polynomiyhtaléille) I6ydetaan ratkaiSL(Fpglgtnagiﬂ_)

Formaalisti laskemalla yhtalon ratkaisuksi saataisiis= ++/—1. Ongelmaksi
talloin jaa, mita itse asiassa tarkoittga-1, jolle kaytetaan myos merkintda
Vaikka tarkastelua voitaisiin taltakin pohjalta jatkaa, saattaa olla luonnollisem-
paa suorittaa laajennus geometrisesti:

LukusuoraR sijoitetaan xy-tason x-akseliksi ja koko xy-tasoa aletaan kut@akusuora
kompleksitasoksiSen pisteefz, y) ovatkompleksilukujaNéaiden muodostamai

joukko — siis itse asiassa xy-taso — kompleksilukujen joukk@ymbolinaC. |(<00;dinaati8t0
Xy-

Reaaliluvut ovat x-akselilla olevia pisteitd, so. muotea)). Muut pisteet ovat

imaginaarilukuja Tilanne on siten samankaltainen kuin aikaisemmin: edeltava

lukujoukko on uuden osajoukko.

Nakemys kompleksiluvuista xy-tason pisteina on peréisin 1700- ja 1800-lukujen
vaihteen ajalta. Kompleksilukujen historian voidaan kuitenkin katsoa alkavan la-
hes kolme sataa vuotta aikaisemmin polynomiyhtal6iden ratkaisujen tutkimises-
ta.
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Kompleksilukujen yhteen- ja vAhennyslasku o

Kompleksilukujoukko muodostuu kompleksiluvuigta y), ts. xy-tason pisteis- koordinaatisto
t4. Reaaliakselin— x-akselin — yksikkopiste o1, 0); tama vastaa reaalilukua>y-)

1, ts.1 = (1,0). Vastaavalla tavalla merkitddmaginaariakseliny-akselin yk- HEreaaliluku
sikkoa eliimaginaariyksikkod = (0, 1).

Kompleksiluvuille halutaan tavanomainen algebra — laskutoimitukset — jolloin

on méaariteltava, miten niitd lasketaan yhteen, vahennetaén, kerrotaan ja jaetaan
keskenaan. Tavoitteena on liséksi, ettd tavanomaiset laskusaannét ovat voimassa
ja ettéi? = —1, jolloin ainakin yhtaloller? + 1 = 0 on ratkaisu olemassa.

[H yhteenlasku

Yhteenlaskwn luonnollista maaritella vektoriyhteenlaskuna: (vektorien)

(z1,91) + (22, 92) = (21 + 22, Y1 + Y2).

Imz Z1+ 29

Rex
Vahennyslaskumaéaarittely tehddan samaan tapaan:
(T1,91) — (22, 92) = (21 — T2, Y1 — Y2).
Yhteenlaskun méaarittelyn jalkeen on luonnollista kirjoittaa vektorialgebran ta-

paan(z,y) = (z,0) + (0,y) = =z(1,0) + y(0,1) = x + yi, jolloin on saatu
kompleksiluvulle uusi esitysmuoto+ i.
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Kompleksilukujen kertolasku

Jotta laskusaannot olisivat voimassa ja lisaksi afisi= —1, on kertolaskun
ilmeisestikin tapahduttava seuraavasti:

(@1,91) - (X2,92) = (¥1 4 y1i) - (22 + y21i)
= 21T + Y1y2i” + T1Y2i + Toynl
= (1172 — y1y2) + (V1Y2 + Tay1 )i
= (2122 — Y1y2, T1Y2 + T2Y1).

Tamé& antaa perusteen asettaa kertolaskun maaritelmaksi
(z1,91) - (w2, y2) = (2122 — Y1y2, T1Y2 + T2y1).

Talloin on todellakin? = —1:
i-i=(0,1)-(0,1)=(0-0-1-1,0-140-1) = (=1,0) = —1.

kulaki

Kaikki tavanomaiset algebran laskusaannot (yhteen- ja kertolaskun vaihda@'J ma ja tulo)

suus ja liitAnnaisyys, osittelulait) ovat voimassa, kuten méaéaritelmiin perustuWIa

mekaanisilla — tosin paikoin pitkilla — laskuilla voidaan todeta. vaihdannaisuus

My®os jakolaskutulee mahdolliseksi, jos jakaja poikkeaa nollasta, ts. ei @itannaisyys
kompleksiluku (0,0). Murtoluvuksi kirjoitettu osaméaéara on yksinkertaised osittelulaki
lavennettava nimittgjan liittoluvulla. Esimerkki edempana. H laventaminen
Kompleksilukuja ei madrittelyn jalkeen ole tapana merkité lukuparéing), ™ nimittéja
vaan kaytetdan esitysmuotoa- yi. Yhteen-, vAhennys- ja kertolaskut komplek-
silukualgebrassa suoritetaan talldin tavanomaisilla algebran laskusdanndailla. Tar-
vittaessa kaytetaan sieventamiseen yhtéléa —1.

. . I . uuri
lialueella. Esimerkiksi juurenotossa on oltava varovainen. Mm. neliéjuuren p

Kaikilta osin ei kompleksiluvuilla laskeminen kuitenkaan suju samoin kuin reg-
|_
tiivista haaraa ei voida maaritella. Yritys kirjoittaa= ++/—1 johtaa ristiriitaan:

urtopotenssi)
H juurifunktio

—1 =3 = (+vV=D(+vV—-1) = +/(-1)(-1) = +V1 = +1. M nelisjuuri
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Liittoluku; kompleksilukujen jakolasku

Kompleksiluvunz = x + yi reaaliosaon x ja imaginaariosay. Luvunliittoluku
eli kompleksikonjugaattin z = x — yi. Kompleksiluvunz itseisarvoon |z| =

Kompleksilukujenjakolaskuperustuu jakajan liittoluvulla laventamiseen. ES# laventaminen
merkiksi:

2430 (243i)(3—4i) 18+

= =18, 1,
3+4i (3+44)(3—4i) 25 2%

Jakolasku onnistuu aina, kun jakaja poikkeaa nollasta. Jos nimittain jakajana on
a + bi, tulee nimittdjasta liittoluvulla laventamisen jalkeen+ bi)(a — bi) =
a® + b?, mika on= 0 vain, josa = b = 0.
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Kompleksiluvun napakulma

Kompleksiluvunz = x + iy napakulmaeli argumenttiy on pisteen(z, y) suun-

takulma positiiviseen x-akseliin nahden: tama valitaan yleensa vialilta, ). B suuntakuima

(suoran)
W = (o) =3+ iy (reaaliakselin)
|z
¥ 1 .
r Rex

E napakoordi-
Koska napakoordinaateille patee trigonometristen funktioiden maaritelmien nagatit

kaanz = rcosp, y = rsing, missér = /22 + y* = |z|, saadaan kompleksi-(tason)

luvulle napakoordinaattiesitys |
trigonometrinen
_ C_ - funktio (yleinen
z2=x+yr=|z|(cOSp + 181N V).
Y | |( v SO) maaritelma)

Taman avulla voidaan myos kompleksilukujen kertolasku luonnehtia geometri-
sesti:

Olkoon kerrottavana kompleksiluvut
21 = |z1|(cos 1 +isingy), 22 = |z2|(cos pa + isin ).

Naiden tulo on

2129 = |z1||22] [(cos 1 cos g — sin g sin o)
+i(cos 1 sin @y + sin 1 cos @3]
= |z1]|z2] [cos(p1 + 2) + isin(pr + ¢2)],

missa on kaytetty sinin ja kosinin yhteenlaskukaavoja. Tulos on muodoltaar@te iag;’;:gzgia
pakoordinaattiesitys, jolloin voidaan paatelld, ettd lukujen tulo on kompleksilu-
ku, jonka itseisarvo saadaan tekijoiden itseisarvojen tulona ja napakulma tekijoi-

den napakulmien summana.
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Kiertotekija; Eulerin kaava

Kiertotekijaksikutsutaan kompleksilukua jonka itseisarvo omu| = 1. TAmén
napakoordinaattiesitys voidaan kirjoittaa muotaos cos « + ¢ sin a.. Kiertote- [ sini
kijan ja kompleksiluvure = |z|(cos ¢ + i sin ¢) tulo on H kosini

uz = |z| [cos(p + a) +isin(p + a)].

Taman itseisarvo on sama kuin luvapmutta napakulma on kasvanut kulmalla
a. Kiertotekijalla kertominen kiertaa siis lukuekulmana verran origon ympari
positiiviseen suuntaan.

Kiertotekijaa merkitddn myos® = cosa + isina. Tama tunnetaaiulerin
kaavanasyntyaan sveitsildisen matemaatikon Leonhard Eulerin mukaan. Amituler
tamallac = 7 saadaan kaavasta tulgs + 1 = 0, joka kytkee toisiinsa Neperin

luvune, ympyran kehan ja halkaisijan suhteen luvynmaginaariyksikon, re- B Neperin luku
aaliakselin yksikon ja nollan. H pii

Oleellinen kysymys on luonnollisesti, miten eksponenttifunktio ja sfisit- B eksponentti-
se asiassa maaritelladn kompleksialueella. Kyseeskarmpleksianalyysiksai funktio
funktioteoriaksikutsuttu sangen laaja matematiikan osa-alue, jonka kehitys al-

koi 1700-luvulla 1&hinn& Leonhard Eulerin (1707 — 1783) tdista. Alan kehityk-

seen vaikuttaneita merkittavia matemaatikkoja ovat ranskalainen Augustin Louis
Cauchy (1789 — 1857), saksalainen Bernhard Riemann (1826 — 1866) ja railkatchy
lainen Henri Poincaré (1854 — 1912). Ala on ollut Suomessa hyvin edusteti@ra&mann
1900-luvulla: Rolf Nevanlinna (1895 — 1980), suuren osan tyostaan Yhdysmaboincaré
loissa tehnyt Lars Ahlfors (1907 — 1996) ja Helsingin yliopiston professori QéliNevanlinna
Lehto (1925 -).
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