Trigonometrian kaavat 1/6 M Sisalts

EsSITIEDOT: M trigonometriset funktiot H Hakemisto
KATSO MYOs:
Ulkoa muistettavat peruskaavat ]

Trigonometrisia funktioita koskevia kaavoja on paljon. Seuraavassa esitetaaﬁj'ﬁ%lg r&e;:]neenn

keimmat ja lyhyet ohjeet niiden muistamiseen. Varsinaisesti ulkoa opetelt@ariteima)
kaavoja lienee vain kolme: sinin ja kosinin nelidsumma-om, sinin ja kosinin g .
yhteenlaskukaavat. B kosini

On huomattava, etta kaavoja usein tarvitaan myos oikealta vasemmalle luettuina.
Jonkin lausekkeen sieventdminen nimittain saattaa edellyttdd sen tunnistamista
jonkin kaavan vasemman tai oikean puolen tyyppia olevaksi.

Sinin ja kosinin maarittely yksikkéympyran avulla antaa kaikilla kulmitlsoi-
massa olevaainin ja kosinin peruskaavan

sinz 4+ cos?2z =1

Vektorialgebraa, lahinna skalaari- ja vektorituloa kayttden saaslaamja kosi- M skalaaritulo

nin yhteenlaskukaavat [ vektoritulo
sin(r +y) = sinzcosy+ cosxsiny
cos(r+y) = coszcosy—sinxsiny

Vastaavat vahennyslaskukaavat(z — y) = ... jacos(z — y) = ... saadaan

edella olevista kirjoittamalla:n paikalle—y ja kayttamalla kaavan oikealla puo-

lella hyvaksi sinifunktion parittomuutta ja kosinifunktion parillisuutta. (-fu’;akggo)n
Jakamalla nama kaavat puolittain ja supistamalla oikea puoli lausekkg@parilinen
cos x cos y saadaaiyhteenlaskukaava tangentille (funktio)
[a]
tanx + tany trigonometrinen
tan(z +y) = i
( y) 1 tanatany funktio

(symmetria)

(Taman kaavan ulkoa opetteluun tuskin on tarvetta. Kaavan johto, so. sinin jakgwistaminen
sinin kaavojen puolittainen jakaminen ja senjalkeinen supistaminen on tehtavissa
varsin nopeasti.)
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Trigonometrian kaavat 2/6 M Sisaltd
EsSITIEDOT: M trigonometriset funktiot H Hakemisto
KATSO MYOS:

Helposti johdettavat kaavat

Kaksinkertaisen argumentin kaavsdadaan asettamalla sinin ja kosinin yhteesini
laskukaavoihing = z ja kayttamalla kosinin tapauksessa hyvaksi peruskaalasini

muodossain®z =1 — cos’z jacos’z = 1 — sin? z:
sin2xr = 2sinxcosx
cos2r = coslx—sin?z=1—2sin’z =2cos’zr — 1
Harvemmin tarvittavia ovat seuraavat kaavat:
. . . T+ T —
sinx +siny = 2sin 5 ycos 5 id
) ) T+Y . T—Y
sinx —siny = 2cos sin
2 2
r+y r—vy
CcoOST 4+ cosy = 2cos 5 cos 5
. Tty o orx—y
cosT —cosy = —2sin 5 sin 5

Nama saadaan johdetuiksi sinin ja kosinin yhteenlaskukaavojen avulla seuraa-
vaan tapaan: Laskemalla yhteen kaavat

sin(a + 3) = sinacos 3+ cosasin 3,

sin( — ) = sinacos 3 — cos asin
saadaan

sin(a + () + sin(a — ) = 2sin a cos S.

Sijoittamallatéhén: = a+Fjay = a—p3,jolloina = L (z+y)jas = 5(z—y),
paadytddn ryhman ensimmaiseen kaavaan. Muut saadaan vastaavasti.

Kaksinkertaisen kulman kosinin kaavoistas2z = 1 — 2sin’z ja cos2z =
2 cos? x — 1 saadaan sinin ja kosinin neliot ratkaisemalla

(1 — cos 2x)
(1 + cos2x)

sinz =

N[— N

cos’r =
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Trigonometrian kaavat 3/6 M Sisaltd

EsSITIEDOT: M trigonometriset funktiot H Hakemisto
KATSO MYOs:
Trigonometristen funktioiden lausuminen toistensa avulla ]

oo . . . . S trigonometrinen
Mika tahansa trigopnometrinen funktio voidaan lausua minka tahansa muuquﬁf(-tio (yleinen

gonometrisen funktion avulla. Nama kaavat voidaan johtaa kayttamalla edgiliteima)
johdettuja kaavoja hyvaksi, mutta helpoimmin ne voidaan I6ytaa tarkastelemalla
sopivaa suorakulmaista kolmiota. H kolmio

Olkoon esimerkkind muiden funktioiden lausuminen tangentin avulla.

V1 +tan’x

tan x

1

H kuima

Tarkastellaan suorakulmaista kolmiota, jonka toinen terava kulmaj@taman (terava)

viereisen kateetin pituus Vastainen kateetti on tallditan x tangentin maari- cateeti
telman mukaan ja hypotenuusd + tan? z Pythagoraan lauseen mukaan. Ko=

. . . . . hypotenuusa
miosta voidaan lukea suoraan muut trigonometriset funktiot:

[ Pythagoraan
. tan x 1 lause
SIN T = —F—————, COST = —F———.
V1 +tan?z V1 +tan?z
Paattelyssa on luonnollisestikin< x < 7 /2. Tulos on kuitenkin pateva muille-
kin kulmille z, kun neli6juurten eteen lisataanmerkit. Siis H nelidjuuri
. n tanx " 1
SINT = Z————, COST = T—F———.
V1 +tan?z V14 tan?z

Kumpi merkki on oikea, riippuu siitd yksikkbympyran neljanneksesta, missa kul-
max on. Se on siis paateltava erikseen jokaisessa yksityistapauksessa esim@rkik-

oo . . . .. trigonometrinen
si trigonometristen funktioiden merkkikaavioiden avulla. fugktio

Samantyyppisella menettelylla voidaan trigonometriset funktiot lausua muurliRigfkkikaavio)
funktion kuin tangentin avulla. Talléin on vain valittava sopivasti sivu, jonka
pituudeksi otetaan.
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Trigonometrian kaavat 4/6 M Sisaltd

EsSITIEDOT: M trigonometriset funktiot H Hakemisto
KATSO MYOS:
Trigonometriset yhtalot

g y B yhtalo

Trigonometristen yhtéaldiden ratkaisemisessa pyritaan yhtaldéa sieventamaagraniskendentti-
gonometrian kaavojen avulla. Tavoitteena on esimerkiksi saattaa yhtalé muotoon
sin f(x) = sin g(x) tai vastaavaan jonkin muun trigonometrisen funktion sisl-

tavaan muotoon trigonometrinen
funktio (yleinen

Naista yhtaldista voidaan pudottaa trigonometrinen funktio pois ottamalla hoésritelma)
mioon funktion symmetriaominaisuudet ja jaksollisuus. Eri funktioiden tapamkaksollinen

sissa tama merkitsee seuraavaa: (funktio)
sina = sin 3 = a=0F+2kr tal a=m— 0+ 2kn,
cosa = cos 3 — a=0F+2kr tai o= -0+ 2km,
tan a = tan 3 = a= [+ k.

Symbolik tarkoittaa kaikkialla mitéa tahansa kokonaislukua.

Y YA W (1, tan 8)
el N RN
10
46 \> 5 \> DB\
x —ﬁ/x 8+ x
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Trigonometrian kaavat 5/6 M Sisaltd
EsSITIEDOT: M trigonometriset funktiot H Hakemisto
KATSO MYOS:

Esimerkki 1 trigonometrisesta yhtalosta
Yhtéld sin 2z = cos z voidaan ratkaista kahdellakin tavalla.

1) Sinin kaksinkertaisen kulman kaavan avulla yhtalo saadaan muotoon M sini

2sin x cos ¢ = cos x, mika ilmeisesti toteutuu, joss r = 0 taisinz = 2 H kosini

Koskacos(m/2) = 0, vastaa edellinen tapaus yhtalé# = = cos(mw/2), mista
seuraar = +7/2 + 2kw. TAma voidaan mydos kirjoittaa muotoon

r=7/2+nm.

Luvut £ ja n ovat kokonaislukuja.

Koskasin(r/6) = 3, saadaan jalkimméisesta vaihtoehdestar = sin(r/6),
jolloin

r=7/6+2kr tai x=m—7m/6+2kn =57/6+ 2km.

Yhden kierroksen alueella on siis seuraavan kuvion mukaiset juuret:

A
<> D

2) Yhtalo voidaan vaihtoehtoisesti kirjoittaa muotodn 2z = sin(w/2 — z),
jolloin saadaan

20 =7/2 —x+2kr tal 2z =7—(7/2—x)+ 2km.
Naista voidaan ratkaista

r=m/6+2kn/3 tal x=m/2+ 2km.

Tulos on sama kuin edella, vaikka juuret onkin ryhmitelty hieman eri tavoin.
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Trigonometrian kaavat 6/6 M Sisaltd
EsSITIEDOT: M trigonometriset funktiot H Hakemisto
KATSO MYOS:

Esimerkki 2 trigonometrisesta yhtalosta

Yhtalosin = + cos z = /2 voidaan ratkaista sijoittamalla

cosz =\1—sin’z,

jolloin saadaan juuriyhtal6 tuntemattomasimz. TAman ratkaisu tapahtuu siirlll yhtalo (juuri-)
tamalla termeja yhtalossa sopivasti ja korottamalla saatu yhtaloé puolittain neli-

00n. Seurauksena voi olla (ja onkin) ettd saadaan ylimaaraisia juuria, jotka eivat
toteutakaan alkuperaista yhtaloa.

Neliédn korotus voidaan kuitenkin tehda yksinkertaisemminkin. Korottamalla
alkuperainen yhtalo suoraan neli66én saadaan

sin? x + cos® x4+ 2sinzcosz = 2, Mistd seuraa sin 2z = 1.

Talloin 2z = 7/2 4 2kw eli x = 7 /4 + kn. Nelidon korotus on talldinkin tuonut
mukanaan ylimaaraisia juuria. Tarkistus osoittaa, ettd kelvollisia ovat ainoastaan
arvot

r =m7/4+ 2km.

Ratkaisu voidaan my0@s perustaa toisenlaiseen ideaan:

Jakamalla alkuperéinen yhtal6 luvull@ saadaan

1 . )
—sinz + —=cosz =1 eli

V2 V2

T .
coszsmx + smzcosx =1,

mista sinin yhteenlaskukaavan avulla seutaée +/4) = 1. Talldinz+7/4 =
/2 4 2km, mik& antaa saman ratkaisun kuin edell&.
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