Differentiaaliyhtalt 1/3 M Sisaltd
EsiTiIEDOT: [ derivaatta E Hakemisto
KAaTso myos: M derivointisaannoi alkeisfunktioiden derivaatat

Differentiaaliyhtalon kasite

Differentiaaliyhtéalokskutsutaan yhtal6a, jossa tuntemattomana on funktio jalyhtalo
ka sisaltaa tuntemattoman funktion derivaattoja. H funktio
\M derivaatta

H derivaatta
(toinen)

Esimerkiksiy” +y = 0 on differentiaaliyhtald. Tuntemattomana on talléin fun
tio y = y(z). Yhtalon ratkaisu on

y=Cisinz + Cycosz,

missaC ja Cy ovat mielivaltaisia vakioita. Ratkaisu ei siten ole yksikasitteinen,
vaan vakioille voidaan antaa mitk& arvot tahansa. Etta eo. lauseke todella on

; B PR, . E derivointi (al-
ratkaisu, nahdaan derivoimalla: Koska keisfunktioiden)

y' = Cicosx — Cysinz, 3y’ = —Cisinx — Cycosz,

on todellakiny” + y = 0 kaikilla muuttujanz arvoilla.

Toisena esimerkkina olkoon differentiaaliyhtaléy’ + (zy — 2)* = 0, jonka
ratkaisu on

B C + 423

vy= Cx+ 2%

Tass&C on jalleen vapaasti valittava vakio.

Jotta saataisiin yksikasitteinen ratkaisu, tarvitaan differentiaaliyhtalén ohella jo-
kin liséehto. Edellisen esimerkin tapauksessa téllainen olisi vaiki&ipa= 0,
y'(0) = 1, jolloin ainoa mahdollinen ratkaisu an= sinz, ts.C, = 1, Cy = 0.

Jalkimmaisessa esimerkissa vakioita on vain yksi, jolloin tarvitaan vain yksi li-
savaatimus. Esimerkikgi(1) = 2 antaisiC' = 2.

Lisdehtoa, jossa annetaan funktion ja sen riittdvan monen derivaatan arvot tietyl-
l& argumentin arvolla, kutsutaan nimedikuehto

Differentiaaliyhtaléiden ratkaisemiseksi on melkoinen maaré erilaisia menette-
lyja, joita ei tassa lahemmin tarkastella. Lahesk&an aina ei yhtalon ratkaiseminen
tavallisten alkeisfunktioiden avulla ole edes mahdollista. M alkeisfunktio

Differentiaaliyhtaldiden merkitys perustuu siihen, ettd niiden avulla voidaan ku-
vata erilaisia luonnon ja tekniikan ilmidita. Ratkaisemalla yhtélé saadaan tietoa
iimion kayttaytymisesta.
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Differentiaaliyhtalt 2/3 M Sisaltd
EsiTiIEDOT: [ derivaatta E Hakemisto
KAaTso myos: M derivointisaannoi alkeisfunktioiden derivaatat

Esimerkki 1 differentiaaliyhtaldista

Tarkastellaan kappaletta, joka riippuu kiinteasta tuesta kierrejousen varassa ja jo-
ka voidaan saattaa pystysuoraan liikkeeseen. Poikkeama tasapainoasemasta ol-
koon ajan funktioy(t). Se olkoon positiivinen tasapainoaseman ylapuolella, ®efunktio
gatiivinen alapuolella.

—- tasapainoasema

Jos kappaletta nostetaan ylospain, puristuu kierrejousi kokoon ja tyontaa kap-
paletta alaspdain. Jos sita vedetaan alaspain, venyy kierrejousi ja vetaa ylospain.
Jousen aiheuttama voindg on verrannollinen poikkeamaan tasapainoasemasta:
F1 = —ky, missdk on positiivinen vakio. Etumerkki aiheutuu siitd, etta voiman
suunta on vastakkainen poikkeamalle.

Oletetaan lisaksi, ettd kappaleen alapuolelle on sijoitettu nesteella taytetty astia
siten, etta kappaleen liike tapahtuu nesteen sisélla. Tallin neste vaimentaa kap-
paleen liiketta. Vaimentava vointg on sitéa suurempi, mitd nopeammin kappale

liikkuu; voiman suunta on nopeudellévastakkainenf, = —cy’, missa verran- [l nopeus
nollisuuskerroirc on positiivinen vakio. H derivaatta

Sysattyna pystysuoraan liikkeeseen kappale alkaa heilahdella nesteen vaimen-
taessa heilahtelua. Poikkeag(a) voidaan laskea seuraavasti:

Newtonin lain mukaan kappaleeseen vaikuttava kokonaisvoima on kappaeeewton
massan ja kiihtyvyyden tula?” = my”. Kappaleen pystysuora heilahtelu voill kiintyvyys
daan talléin mallintaa differentiaaliyhtaldlla, jonka molemmat puolet esittigiderivaatta
kappaleeseen vaikuttavaa voimaa= F; + F; elimy” = —ky — cy/'. (toinen)

Jos kappale sysataan liikkeelle (ajanhetkelta 0) siten, etta sille tasapainoa-
semassa annetaan alkunopeuglospain, on differentiaaliyhtélo ratkaistava al-

kuehtonay(0) = 0, v'(0) = vo. Ratkaisuna on talldin zfll‘tisgonemti-

_c e—T M sini
y(t) = 2 e 2m ! sin <74’;Z’CQ t) ,

missé on oletettu, ettd nesteen aiheuttama vaimennus on vahaist&4km.
Ratkaisun laskemista ei tassa tarkastella.
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Differentiaaliyhtalt 3/3 M Sisaltd
EsiTiIEDOT: [ derivaatta E Hakemisto
KAaTso myos: M derivointisaannoi alkeisfunktioiden derivaatat

Esimerkki 2 differentiaaliyhtaldista

Yksinkertaisesspopulaatiomallissavoidaan ajatella, ettd populaation lisays ai-
kavalilla At on suoraan verrannollinen populaation sen hetkiseen kokoon ja ai-
kavalin pituuteen. Jos populaation koko ajanhetkietiéi p(t), on siis

Ap = p(t + At) — p(t) = kp(t)At,

missa verrannollisuuskerroinon positiivinen vakio.

B erotusosa-

Talldin on D
maara

p(t + At) — p(t)
At

mista rajaprosessillat — 0 padstaan populaation kayttaytymista mallintavalterivaatta
differentiaaliyhtal66n

= kp(t),

H eksponentti-

Taman ratkaisu on )
funktio

missaC' on vapaasti valittava vakio. Kyseessa on eksponentiaalisen kasvun malli.
Vakio C' maarataan jalleen alkuehdon perusteella: Jos populaation koko tunne-
taan esimerkiksi ajanhetkeltd= 0, on alkuehtona(0) = p, ja saadaaf’ = py.

Esimerkki osoittaa kaikkien mallien yhteisen piirteen: mallilla on rajoituksensa.
Populaatiomallissa on kasitelty hyvin yksinkertaisesti populaation kasvun perus-
teita. Huomioon ei ole lainkaan otettu kuolleisuutta, rajattomasta kasvusta aiheu-
tuvaa ravinnon niukkuutta, sisaisia kitkatekijoita (esimerkiksi keskinaista kilpai-
lua), ulkoisia vihollisia, jne. Mikaan malli tuskin huomioikaan kaikkia vaikut-
tavia tekijoita, mutta puuttuvien tekijoiden ollessa merkitykseltdan mitattomia,
malli antaa hyvia tuloksia. Jokaisella mallilla on sifggtevyysalueensa
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