Derivaatta 1/6 M Sisalto
EsITIEDOT: Mreaalifunktiot | funktion raja-arvo B Hakemisto
KAaTso myos: M derivointisaannoi alkeisfunktioiden derivaatat

Derivaatan maaritelma

Olkoonz kiinteé tarkastelupiste. Reaalimuuttujan reaaliarvoisen funktieri- (-ref:;'i(_t)io

vaattatassa pisteessa — merkitfir) — voidaan luonnehtia kahdella tavalla:
1) geometrisesti, jolloin kyseessa on kaygaa f(x) pisteeseeliz, f(z)) ase- M kayra (taso-)
tetun tangentin kulmakerroin, tai 2) analyyttisesttusosamaaranaja-arvona: @ tangentti

(suora)
f'(z) = lim fle+h) - f(x) H kulmakerroin
h=0 h H raja-arvo
(funktion)

Erotusosamaarassi(z + h) — f(x)]/h on nimittéjassa argumenttiarvojent- h

ja x erotus; osoittajassa on vastaavien funktionarvojen erotus. Geometrisesti tul-

kittuna erotusosamaara tarkoittaa pisteidenf (z)) ja (z+h, f(z+h)) kautta cant

asetetun suoran — kayr@gn= f(x) sekantin — kulmakerrointa. Rajaprosessis%Se antt
: ) A . . o uora)

h — 0 pisteet lahestyvat toisiaan ja sekantti muuttuu tangentiksi.

y = f(x)

T x —i— h 7
Derivaatalle kaytetd&n seuraavia merkint6ja:
df d
/ e —_ - =
f(@) =D fa) = o = ().
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Derivoituvuus

. - . T aja-arvo
Derlvaatta, SO. erotusosamaaran raja-arvo €l valttamatta ole olemassa. Jos uénk [3n)

funktiota sanotaaderivoituvakskyseisessa pisteessa

Esimerkkeja funktioista, jotka jossakin pisteessa eivéat ole derivoituvia, ovat

a) f(x) = |z| origossa ja b)Y (x) = xsin(1/x) samoin origossa (missa maaritel-

l&&n f(0) = 0). Edellisen kuvaajalla on origossa karki, jalkimmaisen kayttéy#ikuvaaja
minen on paljon monimutkaisempaa:

Y

Y

A : : >
—1 Y 1 X

y = xsin(1/x)

Funktion maaritelma on siind maarin yleinen, etta on helppoa muodostaa my6s
funktioita, jotka eivat ole missaan derivoituvia tai ovat derivoituvia vain muuta-

missa pisteissa. Esimerkiksi maarittelemgl(a) = z?, josz on rationaalinen, M rationaaliluku
ja f(z) = —2? josz on irrationaalinen, saadaan funktio, joka on derivoituiih

vain origossa_ irrationaaliluku
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Differentiaali

[ funktio
Maéritelladn kahden muuttujan funkti@r, ) asettamalla (kahden
muuttujan)
fx+h) = f(z)
e(x,h) = 7 — f'(@).
Koska derivoituvalla funktiolla erotusosamaaran raja-arvo on derivaatta, on (-fur:lizﬁ)v °
}IZILI(I] e(z,h) = 0.

Kertomalla eo. yhtalé symbolilla ja siirtamalla termeja yhtalaisyysmerkin puo-
lelta toiselle, saadaan

f(x+h) = f(z) = f'(x)h + he(z, ),
[ vali

miss_él fgnktion_ Iiséys"(x_—i- h) — f(x) valilla [z, = + h] on hajotettu kahdeksi (reaaliakselin)
termiksi: Edellinen termi

df = f'(x)h

on funktiondifferentiaali jalkimmaistéhe(z, h) (missélimy,_ €(x, h) = 0) kut-
sutaan yleens#orjaustermiksi Differentiaalin sanotaan edustavan funktifn
lisdyksen lineaarista (suoraviivaista) osaa. Funktion lisayksen hajottamista talla
tavoin kutsutaan funktiodifferentiaalikehitelmaksi

Yn

y = f(x)
he(zo, h)
df = f'(wo)h

: : =
To To+ h T

Tekemalla differentiaalikehitelméassa korvaukset zg, x+h — xz, h — z—x9
se voidaan kirjoittaa muotoon

y = f(z) = f(zo) + f'(x0)(x — m0) + (2 — o) (o, ¥ — ).

Korjaustermin pois jattdminen voidaan taman perusteella luonnehtia siten, etta
kéyray = f(x) tulee korvatuksi tangentilla = f(xo) + f'(z0)(x — o). B kayré (taso-)

Differentiaalikehitelméasta nahdaan myos, etta derivoituva funktio on aina ngé%?g)e”m
jatkuva:
H jatkuvuus

lim f(z) = lim [f(zo) + f'(z0)(z — 20) + (2 — z0)e(x0, T — T0)] = f(0).

T—To T—To
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Korkeammat derivaatat

Jos funktiof on jollakin tarkasteluvalilla derivoituva véalin jokaisessa pisteesm@funktio
tulee talla valilla maaritellyksderivaattafunktiof’(x). Jos timéa on derivoitu-

va valin pisteess&, saadaan alkuperaisen funktitminen derivaatteeli toisen
kertaluvun derivatta

d

dx
missa kolme viimeksi mainittua ovat tavallisimmat tavat toisen derivaatan mer-
kitsemiseen.

(@) = () = D) = L,

Jos funktiof”(z) saadaan maaritellyksi jollakin valilla, voidaan jatkaa samaan
tapaan ja saada&orkeampien kertalukujetterivaatatf”’ (z), f”(z), jne.

Jos derivaatan kertaluku on kovin suuri, sita ei enaa ole mukavaa merkita yla-
pilkuilla. Vaihtoehtoinen merkintatapa on kayttaa sulkuihin pantua ylaindeksia,
esimerkiksif"(z) = fW(x).
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Esimerkkeja derivaatan laskemisesta erotusosamaaran raja-arvona

Funktionf(z) = ° derivaatta pisteessésaadaan kehittamalla erotusosamaara

binomikaavan avulla: H binomikaava
binomik

(x+h)>—a2>  2°45ax’h +102°h* + 1022h° + bazh' + h® — 2® ® binomikaava

h h
= 5x* + 1023h 4+ 1022h? + 5zh® + h*.

Kun h — 0, lahestyvét kaikki muut termit nollaa paitsi ensimmainen ja derivaa-

. 4 M raja-arvo
taksi saadaan siisc”. (funktion)

Funktion f(z) = /z derivaatta pisteesséd > (0 saadaan vastaavalla tavalla
muokkaamalla erotusosamaaraa siten, etta sen raja-arvo voidaan laskea:

Veth—vi _ (Vixh—-VR)(VaTh+ V)

h TN

r+h—x 1 1

WVTth+ i) Vith+yz o 2/T
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Derivaatan historiaa

Differentiaalilaskennan samoinkuin integraalilaskennan — lyhyemmin mate-
maattisen analyysin — keksij6ina pidetaan englantilaista Isaac Newtonia (I842alyysi

— 1727) ja saksalaista Gottfried Wilhelm Leibnizia (1646 — 1716). Samanty@iNewton
pisia ideoita oli kyll& esiintynyt jo varhemminkin. Mm. ranskalainen lakimi@Leibniz

ja matemaatikko Pierre de Fermat kaytti oleellisesti derivointia polynom@Rermat
maksimien ja minimien etsimiseen 1600-luvun alussa. Integraalilaskennan@siynomi
toria ulottuu viela paljonkin varhaisempiin aikoihin; ensimmaiset ideat voida@aksimi ja

hieman ndkdkulmasta riippuen l10ytaa jo vanhalta ajalta. minimi
Newtonin paateoRhilosophiae naturalis principia mathemakéaittelee fysiik- :irr:rankism 12

kaa ja taivaanmekaniikkaa, joihin han soveltaa jo aiemmin kehittdmiaan (mutta
julkaisemattomia) differentiaali- ja integraalilaskennan menetelmia seka paatty-
mattomié sarjoja. Esitystapa ja merkinnat poikkeavat nykydan kaytetysta; @serja
vaatan kasitetta vastaa Newtonin 'fluxio’.

Leibniz oli yleisnero, joka tutki matematiikan ohella lakia, filosofiaa, teologiaa
ym. ja toimi pitk&dan diplomaattina. Differentiaali- ja integraalilaskennan han ke-
hitti ilmeisestikin Newtonista riippumatta. Seurauksena kuitenkin oli riita priori-

teetista.

Newtonin ja Leibnizin jalkeen analyysia kehittivat monet: sveitsilainen Bernoul-

li'n suku, jossa oli useita matemaatikkoja 1600-luvun lopulta 1800-luvun pumiBernoulli
valiin, niinik&an sveitsilaissyntyinen Leonhard Euler (1707 — 1783), joka oli pmBernoulli
fessorina Pietarissa ja Berliinissa, Ranskan suuren vallankumouksen ja Napsleoter

nin aikalaiset Joseph Louis Lagrange, Pierre Simon de Laplace, Jean-Bali#istagrange
Joseph Fourier, ym., saksalainen Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855), ransi@lablace
nen Augustin Louis Cauchy (1789 — 1857). B Fourier

Monet naista matemaatikoista olivat myds huomattavia matemaattisia fyysikBlaauss
jotka kehittivat taivaanmekaniikkaa, optiikkaa, virtausmekaniikkaa, jne. H Cauchy

Analyysin kehitys on jatkunut viime ja talla vuosisadalla yh&a abstraktimpaan
suuntaan.
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