Lukujonon raja-arvo 1/7 M Sisaltod
EsITIEDOT: [ lukujonot H Hakemisto
KATso myos: M funktion raja-arvol Neperin lukue

Esimerkki lukujonon raja-arvosta

Lukujonossau;, as, as, ... (jossa on aarettdman monta termid) voivat luvut 1a-
hestyé& jotakin arvoa, kun jonossa edetd&n yha pidemmalle. Tata arvoa kutsutaan
lukujononraja-arvoksija merkitaan

lim a,,.

n—oo

H rekursiivisesti
Esimerkkina olkoon rekursiivisesti maaritelty jono méaaritelty
lukujono

1 1,2
ap =1, ap1=35+a,—za,, n=0,1,2,3,...,

n’
jonka termeilla on seuraavia arvoja:

ao = 10,
a; = 1.25,
a; = 1.359375,

az = 1.39739990234375,
ay = 1.409218280576169,
as = 1.412744239998656,
ag = 1.413782668086311,
a; = 1.414087309940999,
ag = 1.414176579906956,
ag = 1.414202730117622,
alp = 1.414210389649588,
a;; = 1.414212633101378,
a2 = 1.414213290195495,

a1z = 1.414213482654103,
ajs = 1.414213539023941,
a;s = 1.414213555534286,
aie = 1.414213560370054,
ar7 = 1.414213561786418,
a1 = 1.414213562201261,
a9 = 1.414213562322766,
azy = 1.414213562358354

Nama nayttaisivat lahestyvan luky2 ~ 1.414213562373095. Itse asiassa nain
onkin.
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Lukujonon raja-arvon maaritelméa

Raja-arvon tasmallinen maarittely merkitsee edella mainitun lahestymisen ka-
sitteen tdsmentamista ja tekemista riippumattomaksi siitd, miten nopeasti luvut
raja-arvoa lahestyvat.

Vaatimuksena on, ettd asetetaanpa miten pieni etaisyyskynnys tahansa,, luvut
tulevat tata etaisyytta [lAhemmaksi raja-aruplunhan vain jonossa edetaan kyl-
lin pitkalle.

Mitd pienempi etaisyyskynnys asetetaan, sitd pidemmalle jonossa yleensa on
edettava, mutta jokaista etaisyyskynnysta kohden ldydetaan jonosta kohta, josta
eteenpdin luvut ovat kynnysarvoa lahempana raja-arvoa.

Toisin sanoen: Jokaista etaisyyskynnyst& 0) vastaa indeksiraja, siten, etta
la, — al <€, kunn > ny.
H itseisarvo

Itseisarvolauseké:,, — a| on tassa syyta mieltdd lukujen ja a valiseksi etai- (reaaliluvun)

syydeksi lukusuoralla.
vy H lukusuora

Y

]V

ng
Maaritelma on pateva myos kompleksilukujen tapauksessa. Erotuksen itsei%m/& eksiluku

\Slggjsa;an nimittain mieltaa pisteiden, ja a valiseksi etaisyydeksi kompleksﬂa-. SeISarO

(kompleksilu-
vun)
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Lukujonon suppeneminen ja hajaantuminen; raja-arvo oo

Jos lukujonolla on eo. maaritelman mukainen raja-arvo, sen sanstapgene-

van eli konvergoivanVastakohtana on jondmajaantuminereli divergoiminen
Talloin jonolla ei ole maaritelman mukaista aarellista raja-arvoa. Hajaantuvia
jonoja ovat esimerkiksi,, = 2" jaa,, = (—1)".

Jos lukujono karkaa aarettémyyteen, ts. jonon luvut tulevat miten suuriksi tahan-
sa jonossa edettaessa (esimerkilsi= 2™), merkitaan

lim a, = c©
n—oo

ja sanotaan jonon raja-arvon olevan 'aaretén’. Jonoa sanotaan talléin siis hajaan-
tuvaksi eika silla merkinnasta huolimatta ole raja-arvoa eo. maaritelméan mieles-
sa.

Vastaavasti maaritellaan merkidté,,_. . a,, = —oo.
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Lukujonon raja-arvon laskeminen

Raja-arvojen laskeminen pohjautuu maaritelman perusteella 'itsestaan selviin’
tuloksiin sekd summan, erotuksen, tulon ja osamaaran raja-arvoa koskeviin
lauseisiin. Lisdksi on syyta tuntea eraita 'standardiraja-arvoja’ (kasittely edem-

pand), jotka voidaan perustella suoraan maaritelman avulla, vaikkakaan ei aivan
yksinkertaisesti.

Itsestaan selvid, oikeastaan suoraan maaritelmiin palautuvia tuloksia ovat ennen
muuta

lim — =0 ja limn=o0.

n—oo M, n—o0

Tietty varovaisuus 'itsestaan selvyydessa’ on kuitenkin paikallaan. Erityisesti on
huomattava, etté jos lauseke nayttéisi rajaprosessissa saavan my@dean oo,

0-00, c0o— o0 tai 1%, sen raja-arvostai taman perusteella voida paatella mitaan

Varsinkin viimeiseksi mainittu on syyta huomata: Esimerkiksi Neperin kikt 8 Neperin luku
2.718... saadaan raja-arvonan, ...(1 + 1/n)", miké& muodollisesti laskien

antaal® ja siis johtaa kiusaukseen péaatella raja-arvaksi

Raja-arvon laskemisen suhtautuminen laskutoimituksiin ilmenee seuraavista
kaavoista, joissa oletetaan, etta raja-afiat, ., a,, jalim,_.., b, ovat olemas-
sa:

lim (a, £ b,) = lim a, £ lim b,;

n—oo n—oo n—oo

lim (ca,) = ¢ lim a, (cvakio);

n—oo n—oo

lim (a,b,) = lim a, - lim b,;

n—oo n—oo n—oo
a,  lim, o an

lim — = ———

n—oo b, lim,,—o0 by

Osamaaraa koskevassa kaavassa tulee luonnollisesti nimittajiea @lla
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Esimerkkeja lukujonojen raja-arvoista

1) Tyypillinen esimerkki eo. kaavojen kaytosta on seuraava lasku, missa on itse
asiassa kaytetty jokaista kaavaa ja palautettu naiden avulla raja-arvon laskeminen
yksittéisten termien raja-arvoihin ja lopultaitsestédan selvyytéen, .., 1/n =

0:

2n? +1 2+ % 2
= —_— —.
3n?+4n+7 3+2+ 5 nooo3

2) Toisinaan on lauseke kirjoitettava sopivaan uuteen muotoon raja-arvon maa-
rittdmiseksi. Koska lausekgn? + n — v/n2 + 1 saa muodono — oo, kunn —

oo, €l raja-arvosta voida suoraan paatella mitdén. Laventaminen lausekkmie#antaminen
Vvn? 4+ n + +/n? + 1 johtaa kuitenkin tulokseen:

2 2 _1
\/n2+n—\/n2+1:(n —i—n)—(n—i—l): L —>1

Oikeastaan tassa on myos kaytetty nelidjuurifunktion jatkuvuutta. (Missa @Q@juurifunktio

dassa? .
) H jatkuvuus

Raja-arvoja voi luonnollisesti tutkia my6s laskemalla numeerisesti jonon luku-
ja. Talla tavoin voi usein selvittda ainakin sen, mika luku raja-anainakaan

ole. Tiettyad varovaisuutta on kuitenkin noudatettava, koska numeerisessa lasken-
nassa aina tapahtuvat pyoristysvirheet voivat aiheuttaa katastrofaalisesti vaaria
tuloksia. Ks. esimerkkid Neperin luvusta edempana.
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Lukujonojen standardiraja-arvoja

Seuraavat raja-arvot voidaan todistaa maaritelmaan perustuen. Todistuksegi¥@tarvo

kuitenkaan ole aivan lyhyitd. Vrt. vastaaviin funktioiden standardiraja-arvoihistandardi-,
funktion)

0, jos0 <a < 1;
lim a" =< 1, josa =1,
e 00, josa > 1;

lim a =1, misséa > 0;

n—oo

lim Vn = 1;

n—oo

. 1\"

lim (1+—) =e;
n—oo n

. T\"
lim <1 + —) =e”.
n—oo n

Esimerkkina pyoristysvirheiden numeerisessa laskennassa aiheuttamista ongel-
mista ovat seuraavat edella esitetysté jonosta lasketut Neperin luvun likiarv@:Neperin luku

n = 10, an = 2.59374246;
n=10%  a,=2.71814592;
n=107,  a,=2.71828169;
n=10°  a, = 2.71828205;
n=103,  a,=2.71611003;
n =10 a, = 1.00000000.

Oikea arvo ore = 2.71828183.. . ., joten edelld olevassa listassa likiarvot ensin
paranevat ja sitten huononevat, kunnes lopulta paadytaan taysin vaariin arvoihin.
Selitys on kaytetyssa laskentatarkkuudessa, joka on 2eir0~1¢. Kun n >

106, pyéristyy lukul + 1/n luvuksi 1, jonka mika tahansa potenssi en1.
Kuudentoista numeron laskentatarkkuuskaan ei siis riitd kovin hyvien likiarvojen
laskemiseen Neperin luvulle.
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Alaraja-arvo ja ylaraja-arvo
J jayara H rekursiivisesti

Rekursiivisesti maaritelty lukujono maaritelty
lukujono

a; =05, app1=ra,(1 —a,), n=1,23,...,

missar = 3.75, on esitetty oheisessa kuvassa. Vaaka-akselilla on indeksiarvot,
pystyakselilla jonon lukujen arvot.

3V

lImeisestikéan jono ei suppene, mutta pysyy rajoitettuna valillg. Yksittéi-

set luvut riippuvat voimakkaasti ensimmaisen luvun valinnasta eika jonossa ole
havaittavissa jaksollisuutta. Taméan johdosta sen sanotaan kayttayyoétti-

sesti

Koska jono kuitenkin pysyy rajoitettuna, voidaan kysyéa, milla valilla sen luvut
raja-arvomielessa ovat. Tall6in johdutaan alaraja-arvon ja ylaraja-arvon kasittei-
siin. Olkoonm,, suurin mahdollinen alaraja niille luvuille, joiden indeksi arp,

ja M, pienin mahdollinen ylaraja samoille luvuille. Naita merkitaan

m, = inf a,, M, = sup a,,.
nzp n>p

Symbolitinf ja sup ovat lyhenteita sanoistafimumja supremum

Voidaan todistaa, etté lukujonoilla;, mso, ms, ... jaM;, My, Ms, ... onaina
(jonona, as, as, ... ollessa rajoitettu) olemassa raja-arvot. Naitd kutsutaan
alaraja-arvoksija ylaraja-arvoksi(limes inferiorja limes superioy; merkinnéat

lim m, = liminfa,, lim M, = limsupa,.

Pp—00 Nn—00 p—00 n—oo

Havainnollisesti sanoen jonon luvut kasautuvat ala- ja ylaraja-arvon valiselle alu-
eelle. Jos jono suppenee, ala- ja ylaraja-arvo yhtyvat jonon raja-arvoksi.
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