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Todennakoisyyslaskennan peruskasitteet

Todennakoisyyslaskennadasakastelun kohteena ovsditunnaisilmiotEsimerk-
keja tallaisista ovat tavallisen kuusitahkoisen nopan heitto ja vaikkapa tikan heit-
to tauluun.

Kaikki ilmion mahdolliset tulokset muodostavat jouk@njota kutsutaamtosa- M joukko
varuudeksi Nopan tapauksessa tama on joukko2, 3,4, 5,6} vastaten heiton
tuloksena saatavia silmélukuja. Tikanheitossa tulokset ovat sopivassa koordinaa-
tistossa ilmoitettuja koordinaattipareja, ), jotka ilmaisevat, mihin pisteeseen

tikka osuu. Luontevaa on valita tikkataulun keskipiste origoksi ja yksikoksi sent-
timetri. Otosavaruudeksi voidaan talldin ottaa xy-taso, vaikka kaikki sen pisteet
eivat varmasti olekaan mahdollisia heittotuloksia.

Otosavaruuden alkioita kutsutaalkeistapauksiksi

Tapahtumallatarkoitetaan otosavaruudéh osajoukkoa. Nopanheitossa se vd osajoukko
olla esimerkiksi tulos 'vahintédan 3’, ts. joukKs, 4, 5, 6}; tikanheitossa 'alle 5
senttimetrin paahan keskipisteesta'{li:, y) | x> + y* < 25}.

Jokaiseen tapahtumaan liitet&@adennakoisyy®, so. funktio, jonka argument-j funktio
teina ovat em. osajoukot. Talla tulee olla seuraavat ominaisuudet: H unioni
H leikkaus
e 0 < P(A) <1, olipa A mika tahansa tapahtuma.

e P(Q2) =1 elins. varman tapahtuman todennékdisyys-oh

e P(AUB) = P(A)+ P(B),josAN B = ), ts. josA ja B ovat erillisia.

Funktio P kuvaa tapahtuman todennékdisyytta: mita lahemp&id) on arvoa
1, sitd todennako6isempi on tapahtuma

Eo. ominaisuuksien seurauksena on rhumplemgnttitapahtu[nac?n = Q\ Ato-
dennakoisyytta koskeva saantd: Koskad) + P(A) = P(AUA) = P(2) = 1,

onP(A) = 1— P(A). (Todennékoisyyslaskennassa kaytetaan yleensa merkiﬂtaa

A joukko-opillisen komplementin merkinndin sijasta.) (jot?(?rf)lememti

Eo. ominaisuudet eivat maaraa funktidtavaan ainoastaan asettavat sille tie-
tyt jarkevyysvaatimukset. Funktion maarittdminen kussakin yksityistapauksessa
edellyttaa jotakin lisatietoa ilmiosta.

Hieman tdsmallisempaan muotoon kirjoitettuina funktiétteaadittavia ominai-

suuksia kutsutaalkolmogorovinaksioomiksi todenndkdisyyslaskennan perustf-aksiooma
ta tutkineen neuvostoliittolaisen matemaatikon Andrei Nikolajevits Kolmogomaksiooma
vin (1903 — 1987) mukaan. H Kolmogorov
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Todennakaisyysfunktio P

Monissa alkeellisissa todennakdisyyslaskennan probleemoissa otosavarumsuaktio
luonnollista valita siten, etta alkeistapauksia on &arellinen maara ja niita on pe-
rusteltua pitaa yhta todennékaisina. Jos alkeistapausten lukumaéaréounono-

kaisen alkeistapauksep todennékoisyys talli® (ex) = 1/n, k = 1,2,... n.

Esimerkiksi heitettédessa virheettnta noppaa tarkoittaa 'virheettémyys’ sita, etta
kaikki silmaluvut ovat keskenaan yhta todennakoisia. Alkeistapauksia on siten
kuusi: 'heiton tuloksena on yksi’, 'heiton tuloksena on kaksi’, jne. ja jokaisen to-
denné&koisyys oi/6, esimerkiksiP({2}) = 1/6. Erillisten tapahtumien unionia
koskeva saantd antaa talloin esimerkiksi tapahtuman ’heitto antaa vahitaan
todennakdoisyydeksi

4 2

P({3,4,5,6}) = P({3}) + P({4}) + P({5}) + P({6}) = 4 é =573

Tamantyyppisissa esimerkeissa todennakoisyys voidaan luonnehtia tapahtuman
kannalta suotuisien alkeistapausten ja kaikkien alkeistapausten lukumaarien suh-
teeksi. Tata luonnehdintaa kutsutddassisekstodennékaisyydeksi.

Alkeistapausten symmetrisyys ei kuitenkaan valttAmatta merkitse sitd, ettd ne
olisivat yhta todennakoisia. Jossakin mielessa esimerkiksi poikien ja tyttdjen
syntyminen on symmetrista, mutta tilastojen mukaan poikia kuitenkin syntyy
hieman enemman kuin tytt6ja. Talléin on luontevaa méaarittdd todennakoisyys-
funktio P tilastollisen frekvenssin perusteella, so. maarittamalla riittavan pitk#&ekvenssi
ajanjaksolta syntyvien poikien ja tyttdjen prosenttiosuudet. Suomalaisten tild#itastotiede

jen perusteella saadaan talldMpoika) ~ 0.51 ja P(tyttd) ~ 0.49. (ma)temaatti-
nen

Tallaisessa tilanteessa puhutaan todennakdisylydkewvenssitulkinnasta

Tikanheittoon liittyvien todennékdisyyksien maarittaminen ei ole yhta helppoa.
Ne ilmeisesti riippuvat myo6s heittdjasta. Maarittdminen voisi tapahtua frekvens-
situlkinnan mukaisesti pitkan heittosarjan pohjalta. Talldin jollakin tavalla tilas-
toitaisiin tietyn heittdjan saamat tulokset ja néiden avulla luonnehdittaisiin hanen
todennakdoisyysjakaumansa. Luonnehdinnan tulisi olla sellainen, etta sen avulla
voidaan ainakin jollakin tarkkuudella maarittdd esimerkiksi todennakoisyys, etta
tikka osuu kahdeksikkoon taulussa ylospain osoittavassa 45 asteen sektorissa.
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Esimerkkeja kombinatorisesta todennakdisyyslaskennasta

Mikali alkeistapauksia on aarellinen maara ja on perusteltua pitaa naita yhta to-
dennakoising, johtaa todennakdisyyksien laskeminen usein erilaisten kombjpaa-

.. e . lukumaéaara
tioiden lukumaarien laskemiseen. (merkkijonojen)

1) Arpajaisissa on 100 arpaa, joista kymmenen on voittoarpoja. Henkild6 oglag&umasra
viisi arpaa. Milla todennakoisyydella han saa ainakin yhden voiton? (merkkijonojen)

Alkeistapauksia olkoot 100 arvan joukosta poimitut viiden arvan kombinaa fukumaara
osajoukkojen)

Naita on kaikkiaan(')’) = 75287520. Kombinaatioita on perusteltua pitaa yh- o
a todennakoising, jolloin tietyn kombinaation todennakoisyyslpfi?’) = & lukumasra
ta todennakoising, jolloin tiety yysipf?’) = (permutaatioi-
1/75287520. den)
Tapahtuma, jonka todennakoisyytta kysytaanAdos "ainakin yksi voitto’. Ta- M lukumaara
man komplementtitapahtuma oh = 'ei yhtaan voittoa’. Tapahtumaas kuu- (0s&onojen)

luvia kombinaatioita or{*,) = 43949268 kappaletta ja siis i lukumaara
(kombinaatioi-
N 1 den)
- (leikkaavien
Todennéakaisyys saada ainakin yksi voitto on 8lisd) = 1 — P(A) ~ 0.416. J'Olﬁ_k'fgief;
alkiolaen

2) Hyvin sekoitetusta korttipakasta vedetaan nelja korttia. Milla todennakaoisyy-
della ne ovat eri maita?

Keskenaan yhta todennékadisia alkeistapauksia ovat 52 kortin pakasta otetut nel-
jan kortin kombinaatiot, joiden lukuméaara qfy). Jokaisen kombinaation to-
dennéakoisyys on siis/(°?). Eri maita olevien kombinaatioiden maara oit,

koska jokaisesta maasta kortti voidaan valita 13 tavalla. Todennakoisyys on siten

13%. ~ 0.105.

(%)
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Ehdollinen todenndkdisyys

Tiettyyn ilmioon liittyvan todennékdisyysfunktioR maarittamisen ohjenuora funktio
na voidaan todennakoisyyden frekvenssitulkinnan mukaisesti pitaa tilastolisigstotiede
kokeita. Haluttaessa maarittaa todennakdoisyys tapahturBalke/n tapahtuma (matemaatti-
A on sattunyton luonnollista suorittaa koesarja ja laskea tapaukset, joissa sdteil
A ja joissa sattuu seka ettéd B. Jos naiden lukumaaréat ovatA) jan(A N B),
todennékdoisyytta approksimoi suhde

n(ANB) n(ANDB)/N

n(A) —  n(A)/N

missaN tarkoittaa sarjan kokeiden kokonaismaaraa. Lausekkeen oikean puolen
voidaan tulkita approksimoivan tapahtumignn B ja A todennakoisyyksien
suhdettaP(A N B)/P(A).

Ehdollinen todenn&kdisyy3( B|A) tapahtumalleB, kun tapahtumal on sattu-
nut, maaritelladn taman johdosta asettamalla

P(B|A) = %.

Esimerkkina olkoon seuraava:

Hyvin sekoitetusta korttipakasta vedetaan perékkain kaksi korttia. Ensimmainen
osoittautuu assaksi. Milla todennakdoisyydella toinenkin on assa?

Kahden kortin variaatioita of2 - 51 = 2652 kappaletta. On luonnollista pitads variaatio
naitad yhta todennékaisind, jolloin jokaisen todennéakdisyys @652. Tarkoit-

takoonA tapahtumaa 'ensimmainen kortti on ass4, toinen mika tahansaseka
tapahtumaa 'toinen kortti on 4ssd, ensimmainen mika tahansa’. Tapahtyeia

A N B vastaavien korttiparien lukumaarat odats1 = 204 ja4 - 3 = 12, jolloin

vastaavat todennakoisyydet ovat

11 1 1
PA) =204 — = ia P(ANB) =12 — — >
(4) o552 — 13 12 P ) 2652 221

Kysytty ehdollinen todennakoisyys on talloin

P(ANB) 13 1
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Tapahtumien riippumattomuus

Tapahtumat4 ja B ovatriippumattomat jos P(B|A) = P(B), ts. jos tapahtu-
man B todenné&kaisyys ei riipu siitd, onké sattunut vai ei.

Yhdistamalla tdhan ehdollisen todennakdisyyden maaritelmé, saadaan riippu-
mattomille tapahtumille kaavR(A N B) = P(A)P(B).

Esimerkkina olkoon ehdollisen todennékdisyyden laskeminen sille, etta toisessa
nopanheitossa saadaan kuutonen sen jalkeen, kun ensimmaisen heiton tuloksena
on ollut kuutonen:

Alkeistapauksia ovat kahdessa heitossa saatavat mahdolliset silmalukuparit. Nai-
td on6-6 = 36 kappaletta ja niitd on perusteltua pitdé yhta todennakaoisina jokai-
sen todennéakoisyyden ollessA36. Jos A tarkoittaa tapahtumaa 'ensimméainen
heitto antoi kuutosen (ja toinen mita tahansa)’Haapahtumaa 'toinen heitto
antoi kuutosen (ja ensimmainen mita tahansa)’, on

1 1 1
P(A)=6-—=-, P(ANB)=—.
Ehdollinen todennéakdisyys on siis
P(ANnB) 1
P(BJA)= — 2 = 2
(B[A) PA) 5
Tama on sama kui?(B), kuten luonnollisesti pitéa ollakin, koska perattaiset
nopanheitot eivat millaan tavoin riipu toisistaan.

Koska samaa koetta toistettaessa perattaiset toistot ovat toisistaan riippumatto-
mia, voidaan niiden todennéakdisyyksia laskea helpostiAltaskoittaa tapahtu-
maa 'ensimmainen nopanheitto antaa enintaan kolmosehntgpahtumaa 'toi-
nen heitto antaa vahintdan kolmosen’, on todennédkdisyys saada ensimmaisella

heitolla 1, 2 tai 3 ja toisella 3, 4, 5 tai 6 kaav&A N B) = P(A)P(B) mukai-

3 4 1
sesti— - — = —.
6 6 3

Kivela, 2t niinkuin matematiikka, versio 1.11



Todennakoisyyslaskenta 6/7 M Sisaltd
ESITIEDOT: [ joukko-oppi ¥ lukumaaran laskemineld funktiokéasite H Hakemisto
KATso myos: M tilastomatematiikkd® todennakoisyysjakaumat

Stokastinen muuttuja

Otosavaruudess@ maaritelty funktio onstokastinen muuttujali satunnais- M funktio
muuttuja Yleensa tdmé on reaaliarvoinen.

Kahta noppaa heitettdessé otosavatuasuodostuu pareistan, n), missém ja

n ovat heiton tuloksena saadut silméluvutptgan saavat toisistaan rippumatta
arvot1, 2, 3, 4, 5, 6. Esimerkki stokastisesta muuttujasta on ndiden summa:
X (m,n) = m + n. Stokastinen muuttuja (siis funktidy saa talldin &arellisen
monta arvoaz, 3, ..., 12.

Heitettdessa tikkaa tauluun voidaan otosavaruudeksiaa xy-taso, jonka origo
sijaitsee taulun keskipisteessa. Alkeistapaukset eli otosavaruuden alkiot muodos-
tuvat koordinaattipareistér, y), jotka kuvaavat tikan osumiskohtaa. Erés sto-
kastinen muuttuja on osumiskohdan etéisyys taulun keskipisteestay) =

v/ x? + y2. Muuttujan D arvoja ovat kaikki ei-negatiiviset reaaliluvut.

Edellisessa esimerkissa on kyseadiséireettistokastinen muuttuja, koska se saa
vain erillisia arvoja. Jalkimmaisessa tapauksessa muuttygtkuva

Stokastisten muuttujien argumentit on yleensa tapana jattaa kirjoittamatta. Esi-
merkiksi merkintdX = x tarkoittaa, etta stokastinen muuttujasaa arvor.

Noppaesimerkissa merkinfdX = 5} tarkoittaa otosavaruuden osajoukkoa eli
tapahtumad (m,n) € Q | X(m,n) = 5}. Vastaavasti tikanheittoesimerkkiin
liittyva joukko {D < 5} = {(z,y) € Q| D(x,y) < 5} on tapahtuma.

Stokastisten muuttujien saamiin arvoihin liittyvien todennékdisyyksien tarkaste-
lu johtaa tilastollisten jakaumien tarkasteluun.

Seuraavissa kuvissa on kahden nopan heittoon liittyva otosavaruus ja funktion
X(m,n) = m + n sen eri osissa saamat arvot seka todennakdoisyysfunktion

p(z) = P({X = z}) kuvaaja. M kuvaaja
H jakauma
A P A (diskreetti)
6/ 7 8 9101112 836,
56 78 91011 2522:
45678910 3/36.
3456789 536
2345678 1361 ‘ ‘
1234567 . | _—
123456 L 234567 89101112 =z
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Todennakoisyyslaskennan historiaa

Todennakoaisyyslaskennan historia alkaa 1600-luvulta, jolloin ranskalaiset mate-
maatikot Pierre Fermat (1601 — 1655) ja Blaise Pascal (1623 — 1662) kavivakirermat
jeenvaihtoa uhkapeleista. (Kumpikaan ei kuitenkaan itse ollut peluri.) Myoh@rascal
pid merkittavia nimia ovat sveitsilainen Jakob Bernoulli (1654 — 1705), rang@i@ernoulli
laissyntyinen, Englannissa elanyt Abraham de Moivre (1667 — 1754) ja ran@Bernoulli
lainen Pierre Simon de Laplace (1749 — 1827). Jokaisella on ansioita my0s 1k Moivre
la matematiikan aloilla. Laplace kiteytti todenndkdisyyslaskennan siihenasBbedplace
tulokset teokseensbBhéorie analytique des probabilités

Todennédkdisyys ymmarrettiin talloin ns. klassisena todennakoisyytend, jossa —
esimerkiksi jonkin korttipelitilanteen — todennakoisyys méaaritelladn suotuisien
tapausten ja kaikkien tapausten lukumaarien suhteena. Tama edellyttaa, etta poh-
jana ovat jotkin alkeistapaukset, joita on perusteltua pitda keskendan yhté to-
dennakoisind. Suotuisien tapauksien maaran laskeminen johtaa talléin yleensa
kombinatorisiin tehtaviin, minka johdosta todennakoisyyslaskenta usein viela-
kin mielletdan jonkinlaiseksi kombinaatio-opiksi.

Matematiikassa 1800-luku merkitsi voimakasta kehitysta ja erityisesti abstrak-
timpaan kasittelytapaan siirtymista. Kasitteet pyrittiin maaritteleméan aksio-
maattisesti irrallaan sovelluksista, jolloin teoria muodosti oman itsenaisen koko-
naisuutensa. Talla saavutettiin se etu, etta samaa teoriaa voitiin soveltaa hyvinkin
erilaisiin, mutta periaatteelliselta rakenteeltaan samankaltaisiin ongelmiin.

Seurauksena oli, etta klassisen todennakoisyyden kasitetta ei enda pidetty riitta-

vana eikd todennakdisyyslaskentaa aina edes matematiikkana. Tilanne muuttui
1900-luvun alkupuolella, jolloin myds todennakoisyyslaskenta sai aksiomaat-

tisen perustansa. Todennakoisyysteorian perusteet kiteytti neuvostoliittola#n&siooma
matemaatikko Andrei NikolajevitS Kolmogorov (1903 — 1987) vuonna 1933 j#l-aksiooma
kaistussa kirjoituksessaan. [H Kolmogorov
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