Integraalifunktio 1/4 W Sisaltd
EsiTIEDOT: [ derivaattaii derivointisdannoiM alkeisfunktioiden derivaatat M Hakemisto
KATso myos: M maaratty integraal integroimistekniikkaa

Integraalifunktion kasite

Reaalifunktionf integraalifunktiokssanotaan jokaista funktiota, jonka derivaa ngglli(_t)io
taonf. :
H derivaatta

Integraalifunktio ei ole yksikasitteinen. J6%x) on funktio, jonka derivaatta on
f(x), myos jokaisen funktiot'(z) + C, missaC' on vakio, derivaatta off(z).
Saman funktion integraalifunktiot voivat siis erota toisistaan vakiolla. Toisaalta
voidaan todistaa, etta muunlaisia eroja ei voi olla.

Funktion f kaikkia integraalifunktioita merkitaan

/ (@) da.

Helposti derivoimalla tarkistettavia esimerkkejé ovat seuraavat: M derivointi (al-

keisfunktioiden)

/x2 dx =18+ C,
[ sl _ Ll 4 C,
9 _ g
/2—1—% der = % arctan(% tan(z/2)) + In(2 + cos z) + C.

Joukko integrointikaavoja saadaan suoraan alkeisfunktioiden derivointikaavois-
ta. Hankalampia tapauksia varten tarvitaan erityisia integrointitekniikkoja kuten .
sijoitusmenettelya tai osittaisintegrointia. Kaikkia yksinkertaisiakaan funktiﬁjnfﬁg)o'm'
ei kuitenkaan voida integroida alkeisfunktioiden avulla; esimerkkeja té‘llIais'ﬁtiar%tegminti
ovat (osittais-)

2 sin T e’

x
€ ) )
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L . . . L ivaatta
Summan derivoimiskaavan ja vakiokerrannaisen derivoimiskaavan perustg(?ifé

q man)
Saadaan .
H derivaatta

(vakiokerrannai-

Ju@ +g@lar= [ s@de+ [ g cen)
/ e (2)] do = ¢ / F@)dz  (cvakio),

ts. summa voidaan integroida termeittain ja vakion saa tuoda integraalimerkin
eteen.
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EsiTIEDOT: [ derivaattaii derivointisdannoiM alkeisfunktioiden derivaatat M Hakemisto
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Suoria integrointikaavoja |

Alkeisfunktioiden derivointikaavoista saadaan suoraan seuraavat integrointké}I rivointi (al-

- ) . . . keistunktioiden)
vat tavallisimmille alkeisfunktioille: _ _
H alkeisfunktio

[ _ 1 a+1
2 dx =577+ 0, aeR, a# -1,

1
—dx =In|z|+ C,
T

e’ dx =e" 4+ C,

cosrdr =sinz+ C,
sinhzdr = coshz+ C,

coshzdxr =sinhx + C.

/
/
/
/
/
/

Huomattakoon kaavd 1/ dz = In|z| + C, missa logaritmin sisall& on itsei-zg(,jmtmmmktio
sarvomerkit. Jos > 0, tama seuraa logaritmin derivoimiskaavasta.des 0,

on integraalifunktioln(—z), koska tdméan derivaatta yhdistetyn funktion dejg derivaatta
voimissdannon mukaisesti driz. Itseisarvomerkit ovat usein oleelliset, koskéhdistetyn
integroitava funktiol /= on maéritelty myds argumentin negatiivisilla arvoillafunktion)
muttaln = ei (reaalisena).
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Integraalifunktio 3/4 M Sisalts
EsiTIEDOT: [ derivaattaii derivointisdannoiM alkeisfunktioiden derivaatat M Hakemisto
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Suoria integrointikaavoja ll

Seuraavat hieman monimutkaisempien funktioiden integrointikaavat ovat myos

suoria seurauksia alkeisfunktioiden derivointikaavoista: derivointi (al-
keisfunktioiden)

1
/costdx =tanx + C,
/(1 +tan’z)dr =tanx + C,
1

/ 'Qxdx = —cotx + C,
sin

/(1+cot2x)dx = —cotx + C,

1

/ thdx =tanhz + C,
cos

/(1 —tanh®z)dr = tanhz + C,

1

/ _thdx = —cothx + C,
sin

/(1 —coth®’z)dr = cothx + C,

/ ! d inz+C, |z[]<1
—dx = arcsinx x
Vio =t

1
7 = —arccosz + C, |z] <1,
/\/1—x2 o
/ 52 5 dx = arctan x + C,
1
/ = —arccotx + C,
+ 22
/ ! arsinhz + C
= arsinh x
\/x2—|—1 7
1
=arcoshz +C, z>1
/m el
1
/1 =artanhz + C, |z| <1,
1
/1 = arcothz + C, |z| > 1.
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Integraalifunktion jatkuvuudesta

Koska integraalifunktio on derivoituva, se on myds jatkuva. Tahan ominaid@uterivoituvuus
teen on kiinnitettava erityistd huomiota seuraavantyyppisissa tilanteissa.  H jatkuvuus

Yhdistetyn funktion derivoimissaantoa kayttaen voidaan todeta, etta funkﬂﬁi”va""“a
arctan(1/z) derivaatta onf(z) = —1/(1 + z?). Funktio arctan(1/x) ei kui- (yhdistetyn

. . . . ) \ funktion)
tenkaan kelpaa integraalifunktioksi, koska se ei ole jatkuva origossa: _
[® arcus-funktio

lim arctan(l/z) =Z lim arctan(1l/z) = —Z. H derivaatta
z—0+ (1/z) = 3, 7—0— (1/z) 2 M raja-arvo

T . . . . . ) (toispuolinen)
Maaritellaanpa arvo origossa siis miten tahansa, funktiosta ei saada jatkuvaa.

Funktio

arctan(l/z) + 7, kunz <0,

F(z)=<( m/2, kunz =0,
arctan(1/z), kunz > 0
sen sijaan on origossa jatkuva ja myos derivoituva; erotusosamaaran raja—%r%)‘r’ausosa'
tarkastelemalla nadhdaan derivaatak$i0) = —1 = f(0). Funktion f(z) = B rajaarvo

—1/(1+2?) kaikki integraalifunktiot ovat siten esitettavissa muodassa)+C. (ynktion)

Jos toisaalta integroitavan funktion maarittelyalue jakautuu kahteen (tai useam-
paan) osaan esimerkiksi siten, ettd funktio ei jossakin pisteessa ole maaritelty,
voidaan integraalifunktio muodostaa kussakin osa-alueessa muista taysin riippu-
mattomasti.

Esimerkiksi origo jakaa funktiorf(z) = 1/x méadritelyalueen kahteen osaan.
Integraalifunktioksi voidaan tall6in aivan hyvin valita

Flz) = In|z|+2, kunz <0,
Y7 Injz[+3, kunz > 0.

Kivela, 2t niinkuin matematiikka, versio 1.11



