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Esimerkki funktion raja-arvosta
Lauseke

1 —cosx
flz) = 2
maarittelee reaalimuuttujan reaaliarvoisen funktfgrjonka lahtéjoukko muo- E funktio
dostuu nollasta eroavista reaaliluvuista. Periaatte¢édnvoidaan maaritella M funktio
miten tahansa. Luontevaa kuitenkin on ensin tutkia, miten funkkéyttaytyy, (reaali-)
kun z on lahella origoa. H 1ahtojoukko

Jos funktion arvot l&hestyvat jotakin kiinteda arvoa, kukkhestyy origoa, ky-
seista arvoa sanotafumktion raja-arvoksiorigossa. Talloin on myds luontevaa
maaritellaf (0) juuri taksi arvoksi (jolloin funktiostd tulee jatkuva funktio). M jatkuvuus

Numeeriset kokeilut antavat seuraavat tulokset:

x = £0.5, f(x) = 0.489669752;
x = =£0.05, f(x) = 0.499895842:
z=+0.005  f(z)=0.499998958;
z = +0.0005,  f(z) = 0.499999989.

Nayttaisi siis, etta funktion raja-arvo origossaﬁr%. (Numeerisissa kokeiluissa
on tosin oltava varovainen, koska pyoristysvirheet voivat yllattaen aiheuttaa

v . ﬂstysvirhe
taysin virheellisia tuloksia.)

Esimerkin tapauksessa raja-arvo todellakinmé ja merkitaan

. 1—coszx
lim —— =

1
x—0 [L‘2 2
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Funktion raja-arvon méaaritelma

Yleisesti reaalifunktion raja-arvon kasite maaritelladn seuraavalla tavalla: (-refzglli(_t)io
Jotta funktionf raja-arvo pisteessaolisi b (merkitéanim, ., f(z) = b), on ti-
lanteen oltava sellainen, etta asetetaanpa miten tiukka etéisyysvaatimus tahansa,
funktion arvot ovat tata etaisyytta lahempané amydain muuttujar rajoitetaan

riittdvan lahelle tarkastelukohtaa

Mita tiukempi etdisyysvaatimus on, sitd pienempéan pistegmmparistoon
muuttujaz on yleensa rajoitettava. Jokaista positiivista etaisyyskynnysta vastaa
kuitenkin aina jokin, ehk& hyvinkin pieni alue pisteeiymparilld, jossa vaati-
mus toteutuu. Funktion arvosta pisteess# talldin vaadita mitaan; funktion ei
tarvitse edes olla tassa pisteessa maaritelty.

Tasmallisemmin lausuttuna edella oleva voidaan ilmaista seuraavasti:

Funktion f raja-arvo pisteessaonb, jos jokaista etaisyyskynnystg> 0) koh-
den on olemassa pisteenymparistoa rajaava lukd (myods > 0) siten, etta

|f(x) —b] <€ kun|z —al < djax # a. M itseisarvo

(reaaliluvun)
Itseisarvolausekkeét — a| ja | f(x) — b| on syyta mieltda lukujen ja a, vastaa-
vasti f(x) ja b valisiksi etdisyyksiksi.

Yyn

f(a)
€] b

8]V
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Toispuoliset raja-arvot; raja-arvo oo ja raja-arvo darettomyydessa

Funktio saattaa kayttaytya myos siten, ettd muuttujtithestyessa kohtaaesen
arvot lahestyvat eri arvoja riippuen siita kummalta puateldhestyy arvoa.
Tallaisessa tilanteessa puhutaan funktokeanpuolisestga vasemmanpuoli-
sesta raja-arvostaNaita merkitadan

lier f(z) ja lim f(z),
jolloin luvun a perassa oleva plusmerkki tarkoittaa oikeanpuolista, miinusmerkki
vasemmanpuolista |ahestymista.

Esimerkki tallaisesta funktiosta @mctan(1/x) origossa, jolle H arcus-funktio
xllrggr arctan(l/xz) = % ja xli%qi arctan(l/x) = —7%.
YN
3

Py = aretan (1/2)

Funktion raja-arvoa voidaan tarkastella myds, kun muuttugnestyy aaretonta
positiivisessa tai negatiivisessa suunnassa. Talléin merkitaan

lim f(z)=05b tai lim f(x)=0.

r——00 r—00

Missa tahansa rajaprosessissa funktion arvot voivat myods lahestya positiivista tai
negatiivista aaretonta (jolloin raja-arvon ei sanota olevan olemassa, koska se ei
ole (a4arellinen) reaaliluku). Merkinnat ovat ilmeiset:

lim f(z) =00, lim f(z)= —o00, jne

r—a— r—00
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Funktioiden raja-arvon laskeminen

Funktioiden raja-arvojen ja lukujonojen raja-arvojen laskeminen on usein h%ﬁﬁr?;?
samantyyppista. Pohjana ovat 'itsestaan selvien’ (ts. maaritelman perusteella sei-

vien) tulosten ohella summan, erotuksen, tulon ja osamaaran raja-arvoa koske-

vat lauseet ja tunnetut funktioiden ominaisuudet. Viimeksi mainittuja ovat mm.

tiedot alkeisfunktioiden jatkuvuudesta ja edempéana mainitut standardiraja-#\dteisfunktio

(jotka todistetaan suoraan méaaritelmaan vedoten). M jatkuvuus

Samat varovaisuusvaatimukset ’itsestdan selvyyksien’ osalta kuin lukujonojen
raja-arvoja laskettaessa on tietenkin otettava huomioon.

Raja-arvon laskemisessa tarvitaan usein seuraavia kaavoja, joissa oletetaan, etta
funktioidenf ja g raja-arvotim, ., f(x) jalim,_, g(x) ovat olemassa:

lim( (@) + g(x)) = lim £(x) % lim g(s);
lim(cf(z)) = Cglclf}l f(z) (cvakio);

r—a

i) = i 161 It

Osaméaéaraa koskevassa kaavassa tulee luonnollisesti nimittajieh @lla
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Esimerkkeja funktioiden raja-arvoista

Samantyyppinen tekniikka kuin lukujonojen raja-arvojen laskemisessa SOV%%;;,«?;\,{S

usein myos funktioiden raja-arvoille. Raja-arvoista voi myds saada tietoa piirta-
malla esimerkiksi laskimella tai tietokoneella funktioiden kuvaajia — pyoristylkuvaaja

virheiden aiheuttamia hairidita varoen. ]

. . Oristysvirhe
1) Olkoona > 0. Kunx — a, saa seuraava lauseke muodgh, jolloin sen pyoristy

raja-arvoa ei voida suoraan paatella. Laventaminen sopivasti johtaa kuitemkifentaminen
tulokseen:

Vimva (- Vaa+va) 1 1

t—a  (@—a)Vr+va)  Vi+aaa2/a

Laskun viimeisessa vaiheessa on kaytetty tietoa nelidjuurifunktion jatkuvuuggﬁéjuurifunkti o
ta.

[ jatkuvuus
2) Funktiof(x) = x sin(1/x) on maaritelty, kurx # 0. Koska sinifunktion arvot g sini
ovat argumentista riippumatta itseisarvoltaan, on ilmeisestikin

0 < |zsin(l/x)| = |z||sin(1/z)| < |z|.
Jos nytr — 0, puristuu funktion arvo nollan ja nollaa lahestyvan lausekkeén

valiin, jolloin tulee ollalim,, o x sin(1/z) = 0. (Kuva alempana.)

3) Funktiolla f(x) = sin(1/x) ei ole raja-arvoa origossa eikd edes eri suuria
oikean- ja vasemmanpuolisia raja-arvoja. Kuten oheinen kuva nayttaa, funktio
heilahtelee sita tiheammin arvojen ja 1 valilla, mita [Ahempana origoa ollaan.

. Yy . Yy
y=—z"_ Y=z y =sin (1/x)

1
\\\\ /,/,y =X Sin (1/x) A /’\
: TR R ! ! > } : : : ! ! ! >
SRR
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Funktioiden standardiraja-arvoja _
H raja-arvo

Seuraavista raja-arvoista kolme ensimmaistéd muodostavat pohjan kyseesséteteardi-,
vien alkeisfunktioiden derivaattojen johtamiselle. Neljas osoittaa, ettd ekdgigionon)

nenttifunktio kasvaa nopeammin kuin mika tahansa muuttujan potenssi. M derivointi (al-
keisfunktioiden)

lim et -1 _ 1 H eksponentti-
=0 ’ funktio

. In(1+2) |

lim ———= =1; logaritmifunktio
x—0 €T

. sinz u _ _
lim =1; potenssifunktio
x—0

xT

. (& .
lim — = o0, pluonnollinen luku
r—o0 P
Kolmannessa, sinia koskevassa kaavassa on argumentin oltava radiaar@issa.
Raja-arvo voidaan tietenkin laskea myos siten, ettdusutaan asteissa, talloir#l radiaani
se ei kuitenkaan olé. H aste

Ensimmainen kaava johtaa siihen, etta eksponenttifunktion derivaatta on se itse
(ks. alkeisfunktioiden derivointia). Kaava puolestaan on seuraus Neperin |UsliNeperin luku
maaritelmasta, kuten seuraava osoittaa.

Merkitsemallé = 1/x saadaan

¢
In(1+7) :tln(l—l—l) :ln(l—i-l) :
T t t

Josz — 0, niint — +oo. Neperin luvun maaritelmasta seuraa, &g ... (1 +
1/t)t = e; pieni lisapaattely osoittaa, ettd nain on mydos, fos> —oo. Eo.
lausekkeen raja-arvo on slise = 1, kunx — 0, ja toinen kaava on todistettu.

Ensimmainen kaava voidaan palauttaa tdh&n merkitsemal&” — 1 eli z =
In(1 + y), jolloin z — 0, jos ja vain jogy — 0. Tall6in

ex—lz Y 1

x In(1+y)

Huomattakoon, ettéa eo. paattelyissa nojaudutaan tietoon eksponentti- ja loga-
ritmifunktioiden jatkuvuudesta: Esimerkiksi tiedosth + 1/t)! — e seuraa M jatkuvuus
In[(1 + 1/t)!] — Ine vain, jos logaritmifunktio tiedetdan jatkuvaksi pisteessa

€.

Kolmannen ja neljdnnen kaavan johtoa ei tassa lahemmin kasitella.
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