Potenssi 1/4 | sSisalts
ESITIEDOT: B Hakemisto
KATsO Myos: M juuret M reaalifunktiot M kompleksiluvut

Kokonaislukupotenssit

Olkoon tavoitteena maaritelldotenssiz®, missdkantalukuz ja eksponentti
ovat mité tahansa reaalilukuja. H reaaliluku

Maarittely tapahtuu useassa vaiheessa eiké tavoitteeseen taydelleen paasta: kan-
talukuax joudutaan jossakin méaarin rajoittamaan.

E luonnollinen
luku

H kokonaisluku

1) Olkoon aluksi eksponentti luonnollinen lukwits.n on kokonaisluku ja> 1.
Talloin asetetaan

N——’
n kpl

Kantalukuz voi olla mik& tahansa reaaliluku. Selvastikin on voimassa kertolas-
kusaantée™ - ™ = "™ ja potenssiinkorotussaantd™)™ = ™.

2) Jos eksponentti on negatiivinen, maaritellaan

Tall6in tulee luonnollisesti olla # 0.

Motiivina maarittelyssa on halu sailyttda em. potenssien kertolaskusaanto voi-

massa: Onhan nimittain elementaarien supistussaanttjen mukaisesti esimdiliilggistaminen
2°/x® = 2%, 23 /2° = 1/2% ja ndma voidaan eo. maarittelyn turvin kirjoittaa

2’173 =22, 23 27° = 272, jolloin laskus&aanto sailyy voimassa.

3) Jos om = 0, maaritellaan
20 = 1.

Motiivina on triviaali yhtéloz™ /2" = 1, jonka vasen puoli kohdan 2 mukaan
laskien saa muodan*™" = z°. Jotta murtolauseke™ /z" ei saisi epamaaraista
muotoal/0, on oletettava: # 0.

Potenssi on siis saatu maaritellyksi kaikille kokonaislukueksponenteille.
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Murtopotenssit

4) Murtopotenssinz'/* (missan on luonnollinen luku) tulisi toteuttaa ehtd™ onnolinen
(z}/™)™ = x, mikéli halutaan, etta potenssin potenssiinkorottamista koskeva
laskulaki on kaikissa tapauksissa voimassd” on siis luku, joka korotettu-

na potenssiim antaa kantaluvum; tatd kutsutaam:nneksi juureksi luvusta

x. Luvunn:s juuri ei kuitenkaan ole aina (reaalisena) olemassa eika yksikasit-

teinen, jos se on olemassa. Potenssi maaritellaan juurifunktion paahaarai juurifunktio
mukaisesti:

ot/ = .

Tama edellyttaa, etté > 0. Potenssin arvo on myads 0.

Josn on pariton, voitaisiin sallia, etté voi olla negatiivinen. N&in ei kuitenkaan
yleensa tehda; ks. juurifunktion kasittelya.

5) Jotta potenssin potenssiinkorottamista koskeva saant6 sailyisi voimassa, on
iimeisestikin asetettava

ZP/n — (xp)l/n = /ap,

kun eksponentti on positiivinen rationaalilukgin. H rationaaliluku

Tall6in on edellytettava, ettéd > 0. Jos nimittdine < 0, voidaan ajautua ristirii-
toihin: —2 = (—8)/3 = (-8)%/6 = 3/(-8)2 = /64 = +2.

6) Jos eksponentti on negatiivinen rationaaliluku, menetellaan samaan tapaan
kuin edella kohdassa 2:

Rajoituksena on: > 0.

Potenssi on taten saatu méaaritellyksi kaikille rationaalisille eksponenteille.
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Irrationaalinen potenssi

7) Jos eksponentti on irrationaaliluku, sitd voidaan approksimoida miten tdn

. . . . . . . N irrationaaliluku

kasti tahansa rationaaliluvuilla: On olemassa rationaaliluyiten, ettgr, — B rationaaliluku
—n J—

al <107, n=1,2,3,.... B tiheys (ratio-

Josz > 0, voidaan ndita vastaavat potenasit edella esitetyn maarittelyn mu-naalilukujen)
kaan muodostaa ja asettaa yleiseksi potenssin maaritelmaksi

% = lim 2™,
n—oo

H raja-arvo
(lukujonon)

Voidaan osoittaa, etta raja-arvo todellakin on aina olemassa, mutta talléin ollaan
tekemisissa reaalilukujen maarittelyn peruskysymysten kanssa eika todistusmitesaliluku
ole aivan helppo.

mikali raja-arvo on olemassa.

Lopputuloksena on, etta potenssion saatu maaritellyksi kaikille reaaliluvuille
a ainakin, josr > 0.
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Negatiivisten ja kompleksilukujen potenssit

Potenssin maaritelma voidaan yleistaa myds negatiivisille luvuille ja kompleksi-
luvuille. Monet matemaattiset tietokoneohjelmat esimerkiksi antavat seuraa rﬂpleksnuku
laisia tuloksia:

(—1)/3 & 0.5000 + 0.8660i,
(—1)™ &~ —0.9027 — 0.43034,
i ~ 0.2079,

[ imaginaariyk-

miss& tarkoittaa imaginaariyksikkoa. Sikkd

Naiden tarkat arvot ovat

L1 +4v3), cos(n?) +isin(n?), e ™2

Maarittelyn perustana on Eulerin kaava ja potenssiinkorotussadnnon sailymi@&alerin kaava
(cos p + isin p)* = (e)* = ' = cos(a) + isin(ayp).
Tall6in on esimerkiksi

(—1)1/3 — (6”)1/3 — /3 — cos — 3 —|— 251n§ — %(1 4 Z\/_)

Huomattakoon, etta arve-1)"/* = 1(1+1i+/3) on itse asiassa ristiriidassa reaa-
lialueelle luonnollisemman maarittelyn kansgail)'/? = /—1 = —1.

Kompleksilukujen murto- ja irrationaalipotenssit eivat ole aivan ongelmattomia;
varomaton laskeminen voi johtaa ristiriitoihin. Potenssiinkorotussaanttkaan ei
ole rajoituksitta voimassa. Esimerkiksi laskussa H sini

it = (cos Z +isin 1)" = (eiﬂ/2)i — /2 H kosini
- 2 5) = =

voitaisiin myos Kirjoittaa = cos 2& o+ sin 2%, mika johtaisi eri tulokseen!
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