Logiikka 1/5 M Sisalts
ESITIEDOT: E Hakemisto
KATSO MYOS:

Formaali logiikka

Luonnollinen logiikka muodostaa perustan arkielaman paattelyille. Sen kayttod
on intuitiivista ja usein tiedostamatonta. Mikali logiikka halutaan tdsmallistaa
— esimerkiksi tietokoneelle ohjelmointia varten — tarvitaan formaalit paatte-
lysdannot. Naiden muodostamaa kokonaisuutta kutsdibaaraaliksi logiikaksi
Kasitteenmuodostusta ohjaa talléin luonnollinen logiikka; kyseessa on luonnol-
lisen logiikan formalisointi.

Formaalissa logiikassa tarkastellaan lausupnapositioita joista oletetaan, etta
ne ovat aina jokaosiatai epatosia Tata kutsutaan logiikakaksiarvoisuudeksi

Esimerkkeja propositioista ovat 'ulkona sataa (tassa paikassa, talla hetkelld)’;
'2 > 5’; 'menen kauppaan’. Propositiot voivat my6s olla laajempia: ’jos ulkona
sataa ja minun taytyy menné kauppaan, otan auton’. Propositioita sen sijaan eivat
ole 'z > 3’; 'oletko lAhd0ssa?’; 'osta se!’.
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Propositiologiikka

Propositioista ja ¢ voidaan johtaa uusia propositioita kayttamalla seurdaeia
gisia operaattoreiteeli konnektiiveja

konjunktio pAq 'pjaq’,

disjunktia pVq "ptaiq’,

negaatio =p ‘el p/,

implikaatia p = ¢ 'p:sta seurag’, ’'jos p niin ¢’,
ekvivalenssi p < ¢ 'pja g ovat yhtapitavia’,

"p jos ja vain jos;'.
Naiden merkitys on pa&osin luonnollisen logiikan mukainen. Tasmallinen mer-
kitys ilmenee seuraavadtatuusarvotaulustamissa loogisen operaattorin avulla

saadun proposition totuusarvo on maaritelty kaikkia propositiojd¢an ¢ to-
tuusarvoja vastaten (1 = tosi, 0 = epatosi).

plg| P |pPANqg|PVq|p = q|p = (¢
111 0 1 1 1 1
1,0 0O 0 1 0 0
o1 1 0 1 1 0
0[O0 1 0 0 1 1

Erityisesti on syytd huomata disjunktion merkitysy ¢ tarkoittaa siis p tai ¢

tai molemmat’. Kyseesséa on siten ns. 'ei-poissulkeva tai’. Luonnollisen logiikan
kannalta ei mydskaan liene itsestaan selvadpettd>- ¢ on tosi propositiosta
riippumatta, jog on epatosi. Kyseessa onkin tarkoituksenmukaisuussyista tehty
maarittely; tavoitteena on toimiva kalkyyli.

Eo. maarittelyissa ja ¢ ovatatomipropositioita konnektiivien avulla muodoste-
tut ovatjohdettuja propositioitaMista tahansa propositioista voidaan muodostaa
uusia propositioita yhdistelemalla niita konnektiivien avulla.

Jos johdettu propositio on tosi riippumatta sen atomipropositioiden totuusarvois-
ta, sitéd sanotaatautologiaksi Esimerkki seuraavassa.
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Esimerkki: epasuora todistus

Olkoon tarkasteltavana johdettu propositio
(p = q) <= (~q = —p).

Taman totuusarvo voidaan selvittdéda muodostamalla totuusarvotaulu,nassa
saavat kaikki mahdolliset totuusarvot:

pla|P|q|p=—q|q = Tp|T
111,00 1 1 1
110 0|1 0 0 1
O(1j 1|0 1 1 1
O(0 1|1 1 1 1

Osoittautuu siis, etta propositioon aina tosi, ts. se on tautologia. TAma mer-
kitsee, etta propositigi — ¢ ja—-¢ = -—p ovat joko molemmat tosia tai
molemmat epatosia.

Kyseessa on itse asiassa matematiikassa paljon kagpéguoran todistamisen
periaate. Luonnollista logiikkaa kayttaen tdmén voi esittaa seuraavasti:

Jos on osoitettava, ettd lausumagtaeuraa lausuma, mutta taman paattely
osoittautuu vaikeaksi, voidaankin tarkastella, mité tapahtuu, g®le voimas-
sa. Tutkitaan siis, mitd seuraa lausumasia ns. vastaoletuksestali antitee-
sista Jos talléin voidaan osoittaa, etté®» on voimassa, paadytaan ristiriitaan,
koska alkuperaisessa tehtavassan tosi. Lausumang ei siis voi olla tosi, ts.

g on tosi. Alkuperaisen tehtavédn — ¢ sijasta tassa siis todistetaankin, etta
g = .

Esimerkkina epasuoran todistuksen kaytosta olkoon seuraavan lauseen todista-
minen:

Ei ole olemassa suurinta alkulukua. H alkuluku

Tama lause on propositig propositiop muodostuu kaikista tunnetuista luon- _
nollisten lukujen ominaisuuksista. Propositig on talléin 'on olemassa suurinzklﬁonno”'”e”
alkuluku'.

Olkoon siis suurin alkuluku olemassa ja tama olkaomalldin alkulukuja on &a-
rellinen maara; namé ovat3, 5,7, ... ,n. Olkoonm = (2-3-5-7-...-n)+ 1,

Jos tama jaetaan milla tahansa alkuluvuista 5,7, ... | n, saadaan jakojaén-
nokseksil. Koska jako ei mene tasan, emalkuluku, jolloin se on pienempi tai
yhta suuri kuin suurin alkulukw; siis m < n. Selvasti on kuitenkinmm > n,
jolloin on syntynyt ristiriita luonnollisten lukujen suuruusjarjestykseen nahden.
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Predikaattilogiikka

Muotoa r > 5'tai 'z jay ovat naimisissa’ olevat lausumat eivat ole propositioi-

ta, koska niiden totuusarvo riippuu siitd, mitd muuttujieja y paikalle sijoite-

taan. Tallaisia vapaista muuttujista riippuvia lausumia kutsupaadikaateiksi

ja niitd merkitaéan funktioiden tapaap(z), m(z, y). H funktio

Kun muuttuja(tsidotaan esimerkiksi niille annetaan arvot jostakin perusjoukos-
ta, predikaatit muuttuvat propositioiksi. Edellisen esimerkin tapauksessa luon-
nollinen perusjoukko on reaalilukujoukk® ja asettamalla = = saadaan epa-
tosi propositior > 5. Jalkimmaisessa esimerkissd muuttujatuonnollinen
perusjoukko muodostuu kaikista miehistd, muuttujddaikista naisista, jolloin
esimerkiksi '(tietty) Pekka ja (tietty) Maija ovat naimisissa’ on propositio, jonka
totuusarvo on mahdollista selvittaa.

Muuttujat voidaan sitoa mydsvanttoreillg joista tarkeimmaét ovat seuraavat:

kaikilla-kvanttort Ve p(z) ’kaikilla z on ominaisuug(z)’,
on olemassa -kvanttari 3z p(x) ’'onolemassa, jolla
on ominaisuug(x)’.
H itseisarvo

Esimerkiksi sitomalla predikaattiz| > 0 kaikilla-kvanttorilla (perusjoukkona(reaamuvun)

. g >0 i y
reaaliluvut) saadaan propositia (|z| > 0), joka on tosi B reaaliluku

Sitomalla predikaatti:> < 0 on olemassa -kvanttorilla (perusjoukkona reaalilu-
vut) saadaan epatosi proposifio (z? < 0). Jos perusjoukkona sen sijaan ovﬁ

kompleksiluvut, saadaan tosi propositio. kompleksiluku

Jos predikaatissa on useampia muuttujia, nd&ma on kaikki sidottava. Esimerkiksi
Jx Yy m(z,y) on epatosi, kum(z, y) on predikaatti  ja y ovat naimisissa’.

Predikaateille voidaan muodostaa laskusaantoja. Luonnollisen logiikan pohjalta
esimerkiksi seuraavat ovat ilmeisia:

~Vap(r) <= 3z -p(r),
~Jrp(r) <= Vr-p(r),
Va [p(x) Aq(z)] < [Vep(x) AVaq(z)],
Jz [p(x) A q(z)] = [Fep(z) A Fzq(a)].

T
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Logiikka ja matematiikka

Logiikkaa voidaan pitaa matemaattisen paattelyn — lauseiden eli teoreemo-
jen todistamisen — tydkaluna. Yleensa matematiikassa ei kuitenkaan esiteta
todistuksia formaalin logiikan muotoon puettuna, vaan pikemminkin sovelle-
taan luonnollista logiikkaa ja vain tarvittaessa turvaudutaan formaalin logiikan
kalkyyliin. Syyna on tradition ohella todistusten luettavuus: tiukka formaalin
logiikan kaytto johtaa raskaisiin ja vaikeaselkoisiin esityksiin.

Tietokoneiden tekoalysovelluksissa — joissa my6s voidaan pyrkia lauseiden to-
distamiseen — formaalin logiikan kayttd sen sijaan on valttamattomyys.

Matematiikka voidaan nahda jarjestelmana, jonka pohjanaatgomattosik- M aksiooma
si sovitut lausumat. Naiden perusteella johdetaan ainakin periaatteessa logiikan
keinoin joukko lauseita, jotka muodostavat tarkasteltavana olevan matemaatti-

sen teorian. Jokainen lause todistetaan joko aiemmin todistettuihin lauseisiin tai
suoraan aksioomiin vedoten.

Esimerkiksi reaalisten funktioiden jatkuvuusteorian pohjana voisivat olla akswgnktio
. o , : . s . .o (reaali-)
mat, jotka maarittelevat reaalilukujoukon. Naihin vedoten voidaan maaritella jat-

kuvuuden kasite ja logiikkaan pohjautuvalla paattelyketjulla todistaa vaikk jgiuvuus

Bolzanon lauseJos jatkuva funktio saa suljetun vélin pdéatepisteissa erimeri@Bolzano
set arvot, silla on ainakin yksi nollakohta talla valilla.

Modernin geometrian pohjana eivat enda ole Eukleideen antiikin Kreikassa Esitometria
tamat aksioomat vaan naiden modernimpi versio, jota yleensa kutdddhen- g geometria
tin aksioomiksisaksalaisen matemaatikon David Hilbertin (1862 — 1943) nie kieides
kaan. Geometrioitakin on erilaisia; naitéa vastaavat erilaiset aksioomajarjegielmert
mat.

Sovellusten kannalta matemaattinen teoria on malli, joka jollakin tavoin kuwagemaattinen
sovellusta, reaalimaailman ilmiota. Malli ei ole sama asia kuin ilmio vaan lahedi

aina yksinkertaistus, jonka patevyydella on rajoituksensa. | _
matemaattinen

Periaatteessa voidaan ajatella, etta kaikki matematiikka rakennetaan yhdemaak-
sioomasysteemin varaan ja taltd pohjalta johdetaan jokainen matemaattinen teo-

ria maarittelemalld uusia kasitteita ja todistamalla naita koskevia lauseita. Nake-

mysta kutsutaan usebourbakistiseksi 930-luvulla syntyneen salanimea Nico-

las Bourbaki kayttdneen ranskalaisen matemaatikkorynman mukaan. Ryhma on
julkaissut joukko-opillisista perusteista lahtenytta 20. vuosisadan matematigmkko-oppi
yleisesitysta, joka ei kuitenkaan ole saavuttanut alkuperaisia tavoitteitaan.

Luontevampaa onkin nahda aksiomaattisen menetelméan merkitys rajoitetummin:
kullakin matematiikan osa-alueella on oma aksioomasysteeminsa, johon tulok-
set perustetaan. Silti hyvinkin erilaisilla alueilla on yllattaviakin kosketuskonhtia.
Sovellusaloilla ei toisaalta valttdmatta tarvitse olla edes kovin tietoinen aksio-
maattisesta perustasta.
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