Toisen asteen kayrat 1/7 M Sisaltd
EsiTIEDOT: M kayra M kartio ja lierio H Hakemisto
KATso myos: M ympyra M toisen asteen pinnat

Toisen asteen kayréa
Toisen asteen kayrakkutsutaan kayrada, jonka yhtalo xy-koordinaatistossa Birkayra (taso-)
muuttujienz jay suhteen toista astetta. Yleisimméassa muodossaan tama ong yntalo

[=]
Az? + By*+ 2Cxy +2Dx +2Ey + F =0, koordinaatisto

(xy-)
missaA, B, C, D, E ja F ovat vakioita. (Yhtélossa esiintyvat kakkoset ovat epa-

olennaisia; kertoimet on tapana kirjoittaa tdhan muotoon, koska talldin yhtalon
pidemmalle meneva kasittely johtaa hieman yksinkertaisempiin lausekkeisiin.)
Kertoimista riippuen yhtalo esittaa erilaisia kayria. Paatyypit ovat ellipsi (sisal-

tden erikoistapauksenaan ympyran), paraabeli ja hyperbeli. Yhtélo voi editgépyra
my0s yhté tai kahta suoraa tai yhta ainoaa pistetta. Lisaksi on mahdollista, etta
mik&an pistez, y) ei toteuta sité eika se siis esitd geometrisesti mitaan.

Ellipsien, paraabelien ja hyperbelien tarkempi kasittely on edempana.

Seuraavat esimerkit esittavat yhta suoraa, kahta yhdensuuntaista suoraa, kahta
toisensa leikkaavaa suoraa ja pistettd; viimeinen ei esita mitaan: H suora (yhtalo)

r+y—2)=0,
r—y—1)=0,
3(y —2)* =0,
3(y—22+1=0.

Tarkempaa yleisen toisen asteen kayran tutkimista ei tasséa kasitella.
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EsiTIEDOT: M kayra M kartio ja lierio H Hakemisto
KATso myos: M ympyra M toisen asteen pinnat

Ellipsi

Ellipsi voidaan méaaritella kayrana, jonka pisteillda on seuraava ominaisuus: BliHipsi (ala)
den kahdesta kiinteasta pisteegtéltopisteistqmitattujen etaisyyksien summag kayra (taso-)
on vakio.

[=]
Jos polttopisteiksi valitaan xy-tason pistéet0) ja (—c,0) (¢ > 0) ja em. va- koordinaatisto
kioksi 2a (a > ¢), saadaan ellipsin yhtalo yksinkertaiseen muotoon: (xy-)
) ) H yhtalo
T Y
ate=h

misséb = v a? — 2. Lukuaa sanotaan ellipsirson akselimpuolikkaaksi, lukih
on pikku akselirpuolikas.
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Suhdettee = ¢/a kutsutaan ellipsireksentrisyydek$a se mittaa ellipsin litisty-
neisyytta. Koskd < c < a,on0 <e < 1.

Josc = 0, polttopisteet yhtyvat ja kayrasta tulee ympyra. Eksentrisyys on talllgmpyra
e = 0. Josa on Kiintea jac — a, jolloin b — 0 jae — 1, niin ellipsin iso akseli

sailyy muuttumattomana, mutta pikku akseli pienenee ja kayra litistyy kohden
polttopisteitd yhdistavaa janaa.

Nimitys polttopiste aiheutuu siita, etta jos toisesta polttopisteesta lahtee sade, jo-
ka ellipsiin osuessaan heijastuu heijastumislain mukaisesti, niin heijastunut sade
kulkee toisen polttopisteen kautta. Geometrisesti tulkittuna tama tarkoittaa, etta
ellipsin pisteesté polttopisteisiin piirrettyjen janojen valisen kulman puolittaja on

ellipsin normaali. H normaali
Ellipsille kaytetadn usein myos parametriesitystd= acost, y = bsint, t € parametriesitys
[0, 27]. (tasokayran)

E sini

H kosini
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Toisen asteen kayrat 3/7 M Sisaltd
EsiTIEDOT: M kayra M kartio ja lierio H Hakemisto
KATso myos: M ympyra M toisen asteen pinnat

Hyperbeli

Hyperbelimaaritellaan samaan tapaan kuin ellipsi. Kyseessa on kayra, jonkamigiyra (taso-)
teilld on seuraava ominaisuus: Niiden kahdesta kiinteasta pistpe#t@isteis-
td) mitattujen etaisyyksien erotuksen itseisarvo on vakio.

|
Kun polttopisteiksi valitaan xy-tason pisteet 0) ja (—c, 0) (¢ > 0) ja vakioksi koordinaatisto
2a (0 < a < ¢), saadaan hyperbelille yhtalo (xy-)
) ) H yhtalo
z )
b

missab = v/¢? — a?. Lukujaa ja b sanotaan hyperbelpuoliakseleiksi
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Josa = b, sanotaan, etta hyperbeli tasasivuinen
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Suhdee = ¢/a on hyperbelireksentrisyysKoskac > a, one > 1.

Hyperbelilla on monia samantyyppisia geometrisia ominaisuuksia kuin ellipsil-
l&. Esimerkiksi hyperbelin pisteesta polttopisteisiin piirrettyjen yhdysjanojen va-

lisen kulman puolittaja on hyperbelin tangentti. gljz?g)emti

Hyperbelille voidaan kayttad parametriesityst& +acosht, y = bsinht,t € H

R. parametriesitys
(tasokayran)

H hyperbelisini

|
hyperbelikosini
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Toisen asteen kayrat 47 M Sisaltd
EsiTIEDOT: M kayra M kartio ja lierio H Hakemisto
KATso myos: M ympyra M toisen asteen pinnat

Liittohyperbeli ja asymptootit
Jos hyperbelinyhtéalossa

ZL’2 y2

@ Eh
koordinaattienc ja y roolit vaihdetaan, jolloin hyperbelin polttopistgét ¢) ja
(0, —c) sijoitetaan y-akselille, ja vakioksi oteta@h, saadaan alkuperéisen hy-

perbelinliittohyperbeli

Jos yhtaldssa asetetaan oikeaksi puoléksiaadaan toisen asteen yhtalo, joka
esittaa kahta suoraa:

T . b
H asymptootti
Naita kutsutaan hyperbelin ja liittohyperbelin yhteisiisymptooteiksi (rationaalifunk-
2 tion)
|
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Toisen asteen kayrat 5/7 M Sisaltd
EsiTIEDOT: M kayra M kartio ja lierio H Hakemisto
KATso myos: M ympyra M toisen asteen pinnat

Paraabeli

Paraabelion kayra, jonka pisteilla on seuraava ominaisuus: Jokaisen pisteen Bit&iyra (taso-)
syys kiinte&sta pisteestpdlttopisteestfion yhté suuri kuin sen etéisyys kiinteas-
ta suorastajohtosuorasta

[=]
Jos polttopiste or0, d) ja johtosuora x-akselin suuntainen sugra= —d, on koordinaatisto
paraabelin yhtalo xy-koordinaatistossa (xy-)

H yhtalo

1
2 - s

= missaa = —.

v 4d

Polttopisteen kautta kulkeva johtosuoran normaali on paraabkéeli jonka B normaali
suhteen kayra on symmetrinen. Jos paraabeli sijoitetaan koordinaatistoon edella
kuvatulla tavalla, sen akseli on y-akseli.

A
y 2

y=—d

Heijastuessaan paraabelista akselin suuntaiset sateet kohtaavat polttopisteessa.
Tamén johdosta paraabelimuotoa kaytetddn mm. lautasantenneissa.

Tietyssa mielessa paraabeli on ellipsin ja hyperbelin vélitapaus. Tama ei ole ndh-
tavissa edella kasitellyista kayrien yhtaloista, mutta esimerkiksi napakoordingat-
tiyhtalbista (joissa (toinen) polttopiste asetetaan origoon) se ilmenee. TAmarkjmindinaatisto
dosta on luontevaa sanoa, etta paraabelin eksentrisyysion (napa-)
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Toisen asteen kayrat 6/7 M Sisaltd
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Kartioleikkaukset

Ellipseja, paraabeleja ja hyperbeleja kutsutaan usein yhteisella nikaetia- o
leikkauksetTama johtuu siitd, etta suoran ympyrékartion ja tason leikkauskz ﬁ%?g;’ rakartio
on aina jokin naista. Mik& on kyseessa, riippuu leikkaavan tason ja kartion SV

viivan valisesta kulmasta seuraavan kuvion osoittamalla tavalla:

hyperbeli

paraabeli
ellipsi

Jos kartion sivuviivan kaltevuuskulma kartion pohjatasoon ndhdenjarleik-
kaavan tason kaltevuuskulnganiin leikkauskayra on

ellipsi, josB < «;
paraabeli, jo¥ = q;
hyperbeli, jos5 > a.

Jotta hyperbelin molemmat haarat tulisivat mukaan, on tarkasteltava kartiota
kaksihaaraisena, so. karkipisteensa suhteen symmetrisena molempiin vastakkai-
siin suuntiin avautuvana pintana.

Etta leikkauskayrat todella ovat ellipseja, paraabeleja ja hyperbeleja, voidaan to- _
distaa synteettisen avaruusgeometrian keinoin. Talléin on apukonstruktio )%“-ZQEE;)
joitettava kartion sisd&n kakiBiandelinin palloa paraabelitapauksessa yksi. Na-

ma ovat palloja, jotka sivuavat kartiopintaa pitkin ympyréviivaa ja kosketta
leikkaavaa tasoa yhdessa pisteessa, joka osoittautuu leikkauskayran polttopis-
teeksi.

allo
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Toisen asteen kayrat 717 M Sisaltd
EsiTIEDOT: M kayra M kartio ja lierio H Hakemisto
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Kartioleikkausten napakoordinaattiyhtalot

Jos (toinen) polttopiste sijoitetaan origoon, voidaan ellipsi, paraabeli ja hypengeli

esittda napakoordinaattiyhtalon avulla: koordinaatisto
(napa-)
p
r=—
1 —ecosyp

missap on vakio jae eksentrisyys (vakio).

Jose < 1, kyseessa on ellipsi. Jes> 1, saadaan hyperbelin toinen haara. Arvo
e = 1 antaa paraabelin.
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Tassa muodossa on luontevaa kasitella kartioleikkausten tarkeaa sovellusta, pla-
neettaliiketta. Gravitaatiolaista seuraa nimittain, etta jos tarkastellaan yhden pla-
neetan liikkettd Auringon ymparill& ottamatta huomioon muiden planeettojen ai-

heuttamia hairioita, rata on ellipsi, paraabeli tai hyperbeli, jonka polttopisteessa
Aurinko on.
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