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Tasokayra

Taso- tai avaruuskayran tasmallinen maarittely ei ole aivan yksinkertaista. Mikali
esiintyvat funktiot ovat riittdvan saanndéllisia (esim. jatkuvia tai derivoituvidjatkuvuus
voidaantasokayridluonnehtia seuraavilla tavoilla: H derivoituvuus

[
1. Ne tason pisteet, joiden suorakulmaiset koordinagtty toteuttavat yh- koordinaatisto

talény = f(z), muodostavat kayran. Esimerkiksi paraabeh= 22 tai  (xy-)
itseisarvoy = |x|. @ paraabeli (xy-
koordinaateissa)
2. Ne tason pisteet, joiden suorakulmaiset koordinaatit toteuttavat mug§@seisarvo

F(z,y) = 0 olevan yhtélén, muodostavat usein kayran. Esimerkeiksi geaaliluvun)
pivat ympyrée? +y* — 1 = 0, paraabelic> —y = 0, suoraz +2y —3 =0 @ ympyra

tai Cartesiuksen lehti? + 3% — 3y = 0. H suora (yhtalo)

Muotoy = f(x) on erikoistapaus tast&, koska yhtél6 voidaan aina saattaa
muotoonF'(z,y) = f(z) —y = 0. Toisaalta yhtal&¥'(z, y) = 0 ei valt-
tamatta esita kayraa; esimerkiksi yhtaléh+ y* = 0 toteuttaa vain yksi
piste, origo, ja yhtaloa? + y> + 1 = 0 ei toteuta mikaan tason piste.

E napakoordi-
3. Tason pisteet, joiden napakoordinaafd o toteuttavat yhtalom = f(y), naatit

muodostavat kayramrkhimedeen spiraali = ¢ jalogaritminen spiraali (tason)
r = e¥ ovat esimerkkeja.

4. Kéayra voidaan maaritella muotoa= x(t), y = y(t) olevanparametrie-
sityksenavulla. Kunparametrit saa tietyt arvot, esimerkiksi arvot jolta- i
k|n_ vahltg [c_L, b], vas"taa jokaista pa.rametrlar_vc.)_z_af kayran piste), y(t)). (reaaliakselin)
Esimerkiksi ympyrér? + y? = 4 voidaan esittdd muodossa= 2 cos t,

y = 2sint, missét € [0, 27]. M sini

Parametriesitys voidaan kirjoittaa myds vektorimuotagin) = x(¢)i+ M Kosini
y(t) j, missér(t) on parametriarvoavastaavan kayran pisteen paikkavek-
tori. [ paikkavektori
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Parametriesityksen muodostaminen

Muodossay = f(x) tair = f(p) annetut kayrat voidaan parametrisoida helpossordinaatisto

ti: Jos parametriksi otetaantai ¢, esitykset ovat (xy-)
|
r(z) =zi+ f(z)j, r(p) = f(p)cospi+ f(p)sing]. koordinaatisto
(napa-)

Jos kéayra on annettu muodosBér, y) = 0, ei parametrisointi valttamatta ole
helppoa. Parametriksi on usein syyta valita muuttuja, jolla on jokin luonnollinen
geometrinen merkitys.

Ympyranz? + y? = 4 parametriesityksesséi= 2cost, y = 2sint parametrit
on ympyran pistettézr, y) vastaava keskuskulma. M keskuskulma

Cartesiuksen lehti?® + ¢ — 3xy = 0 voidaan parametrisoida ottamalla paramet-
riksi origon kautta kulkevan suoran= tx kulmakerroint, jolloin parametriesi- M suora (yhtals)
tykseksi saadaan H kulmakerroin

3t 3t2
r=—0 = .
1413 y 143

YA
>+ -3y =0
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Avaruuskayra
Luonnollisin tapa esittaavaruuskayréon parametriesitys:

r(t)=z(t)i+y(t)j+ z(t)k,

=
missa kayran pisteen suorakulmaiset koordinaatit, ts. paikkavektorin kompokmemndinaatisto
tit on esitetty parametrinfunktioina: (x(t), y(t), z(t)). (xyz-)

H paikkavektori

Esimerkiksi ruuvikierteen, nsuuviviivan parametriesitys on
r(t) =acosti+asintj+ btk,

missaa ja b ovat vakioita.
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r(t) =acosti+asintj+ btk
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Kayran tangentti

Parametriesityksen avulla annetun taso- tai avaruuskayran tangentin suun@%ﬂgemt'

tori, tangenttivektorisaadaan yksinkertaisesti derivoimalla parametriesitys: _
[® suuntavektori

P =2 ()ity()j tai r) =2 0)ity1)j+ )k (suoran)

Tulos seuraa siita, etiélt + 1) — r(¢) on kahta kayran pistetta yhdistava vekto-
ri, so. vektori, joka antaa kayran eraan sekantin suunnan. Taman kanssa smwaktori
suuntainen on vektori H sekantti

(suora)
r(t+h) —r(t)
" .

Josh — 0, lahestyvat pisteet toisiaan, jolloin sekantti kdantyy tangentiksi, ja

toisaalta yo. erotusosamaaravektori lahestyy derivagitga o :; (r);usosa-

r’ (t) H derivaatta

r(t)| /r(t+h)
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