Polynomit 1/4 @M Sisaltd
EsSITIEDOT: M summa ja tulo H Hakemisto
KATso Myos: M potenssil® polynomien tekijéihin jakol polynomiyhtalét,

W binomi- ja multinomikertoimel® reaalifunktiot

Polynomi

Yhden muuttujan — tdssé— polynomikskutsutaan lauseketta

n

" + a1 +ag = E apx®.

k=0
Muuttujastaz esiintyy siis vain ei-negatiivisia kokonaislukupotensseja. Lu ;gﬁ;issslijku_)
aj ovat polynominkertoimet Jos ne ovat kaikki reaalisia, puhuta@aaliker- B reasliluku

toimisesta polynomistgos joukossa on my@s imaginaarilukuja, polynomi
kompleksikertoiminer{Reaalikertoiminen polynomi on siis kompleksikertoimko””mekSiluku
sen erikoistapaus, ts. vaikka kaikki kertoimet olisivatkin reaalisia, voidaan poly-

nomia ajatella kompleksikertoimisena.)

Muuttujan korkein esiintyva potenssi on polynonasteluku Eo. polynomin as-
teluku on siisn, josa,, # 0.

Yksinkertaisia esimerkkeja muuttujarpolynomeista ovat? + z + 1, 2" — a”,
3. Naiden asteluvut ova&, n ja 0.

Puhutaan my6asean muuttujan polynomeistééllaisia ovat esimerkiksi
"=y, ayt 4+ 20 43 +y+5 ja 2Pt y00 4+ T,
joissa muuttujia ovat, y ja z.
Yhta ainoata luonnollista tapaa jarjestaa usean muuttujan polynomin ternfit€imi
ole. Esimerkeista keskimmainen voidaan esittdd mm. muodoissa
zyt + 2%y +y+ (227 + 32 +5) ja y?rd+ 227 + (y' 4+ 3)z + (y +5)

riippuen siitd kumman muuttujan mukaan potenssit ensisijaisesti jarjestetaan.
Ensimmainen esimerkki voidaan katsoa myds yhden muuttujpolynomik-
si, jos symboliny katsotaan olevan vakio.

Polynomi, jossa on vain yksi termi, anonomj esimerkiksicy z. Kahden termin
polynomi onbinomi kolmen termirtrinomi; esimerkkeja ovax + 19y ja z% +
x + 1. Jos termeja on useampia, puhutaartinomeista
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Binomikaava

H potenssi

Binomikaavaantaa binomin: + y potenssin kehitettyna: (kokonaisluku-)

(+y)" =) (Z)xnkyk n=1273, ...

k=0

Lausekkeen kertoimia

ny n!
k) Kl(n—k)
kutsutaarbinomikertoimiksitassan! = 1-2-3-... - n onn-kertoma. Binomi- M binomikerroin
kertoimet saadaan myds Pascalin kolmiosta. M kertoma
Binomikaava antaa esimerkiksi :Pa.sca"”
olmio
(z+y)? = 2° 422y +y7
(x+y)? = 2°+32%y + 3vy* + ¢°,
(x—y)% = 25— 625y + 152%y? — 202°y> + 152%y* — 62y° + ¢/,
Viimeisessa tapauksessa lauseke on ensin ajateltava muataot+y))°.
[

Binomikaavan yleistyksena anultinomikaava N
multinomikaava

n!

pilpa! . !

P1,.P2

(x1+za+ ...+ a,)" = Z altab? b

p1tp2+...+pm=m

joka antaa vastaavalla tavalla multinomintz,+. . .+x,, potenssit kehitettyina.
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Polynomien jakolasku

Polynomien jakolasku voidaan tehda jakokulmassa. Yleensa ei ole mielekasta
jakaa alempiasteista polynomia korkeampiasteisella. Lahtékohtana on siis seu-
raava: Olkoon annettuna yhden muuttujan polynamit) ja ¢(x), missép(x)

on vahintddn samaa astetta kyix). On etsittdva osamaarapolynoniic) ja
jakojaénndspolynomi(x) siten, etta

ts. ’jakolaskun tulos on osaméaara plus jakojaannds jaettuna jakajalla’. Sama voi-
daan kirjoittaa myds muotoon

p(x) = q(@)u(z) + v(z),

ts. ’jaettava on jakaja kertaa osamaara plus jakojaannos’.

Jakolaskua yleensa jatketaan niin pitkalle, etté jakojadnnés on alhaisempaa as-
tetta kuin jakaja.

Olkoon esimerkiksp(z) = z* — 323 —2? — 1 jag(z) = 2+ 1. Jakolasku nayttaa
talloin seuraavalta:
22— 3z —2

x2+1‘x4—3x3—x2 —1
x? + 22
—3a3 — 222 —1
—323 — 3
—22% 4+ 3x — 1
—222 -2
3z +1

Osamaara on siig(z) = 2% — 3z — 2 ja jakojaannds(z) = 3z + 1.
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Polynomifunktio

Reaalialueen polynomifunktion M funktio
p(7) = apx™ + ap 2™+ arr + ag

kuvaajalla on eraita sille luonteenomaisia piirteita.

Jos polynomi on ensimmaisté astetta, sen kuvaaja on suora. Toisen asted@spora
lynomin kuvaaja on paraabeli, joka aukeaa ylospain, jos toisen asteen teBivra (yhtalo)
kerroin on positiivinen, ja alaspain, jos se on negatiivinen. Kolmannen asf@@Braabeli

polynomin kuvaajaa kutsutaan usé&nutioparaabeliksi (kartioleikkauk-

sena)

Yleisesti polynomifunktion kuvaajalla on seuraavat ominaisuudet: _
B paraabeli (xy-

Jos polynomi on parillista astetta ja korkeimman asteen termin kesigpon koordinaateissa)
positiivinen, kdyra katoaa aarettomyyteen positiivisen y-akselin suunnassa_kun
argumenttiz etaantyy origosta riittavan pitkalle; raja-arvojen avulla ilmaisturg;r:lizﬁ)v ©
lim, 4+ p(x) = +00. JOSa,, ON negatiivinen, on vastaavastin, 1., p(r) =

—0OQ.

Jos polynomi on paritonta astettadga > 0, argumentinz kasvaessa kuvaaja
tulee negatiivisen y-akselin suunnasta ja jollakin tavoin heilahdeltuaan katoaa
positiivisen y-akselin suuntaabim, ., p(z) = —oo0, lim,_ ., p(x) = +o0.

Josa, < 0, raja-arvot kdantyvat toisinpain. Kummassakin tapauksessa funktio
saa kaikki reaaliarvot.

Funktion kuvaaja mutkittelee aarettomyyteen menojen valissa — jonkinlaisella
keskialueella — siten, etta suora voi leikata sitd enintaan asteluvun osoittamassa
maarassa pisteita.

Viidennen ja neljannen asteen polynomien kuvaajat:
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