Geometria 1/4 M Sisalts
ESITIEDOT: B Hakemisto
KATsO Myos: M geometriset probleem piste M suora

Geometrian synty

Geometria on matematiikan osa-alue, joka perinteisesti on tutkinut taso- tai ava-
ruuskuvioita ja niiden suhteita: pisteitd, suoria, tasoja, ympyraoita, palloja, moni-
tahokkaita, jne.

Geometrian historia alkaa antiikin Kreikasta. Vanhimpia nimi& ovat Thales Mi-
letolainen ja Pythagoras Samoslainen (500-luvulla eKr.), Platon (400- ja 3@@hales
lukujen vaihteessa eKr.) ja Eukleides (300-luvulla eKr.). Aleksandrian yliog#Pythagoras
tossa vaikuttaneen Eukleideen kirjoittama oppikBfaikheia(lat. Elementa on g platon
ensimmainen kokonaisesitys geometriasta. Sen merkitys on ulottunut |api vVigpsiikieides
satojen: koulujen geometrian opetus on 1900-luvulle saakka pohjautunut Euklei-

deen jarjestelmaan.

Antiikin kreikkalaisista matemaatikoista ansaitsee tulla mainituksi lisdksi 200-
luvulla eKr. Syrakusassa elanyt Arkhimedes, joka maaritti pinta-aloja ja tiMArkhimedes
vuuksia menetelmilla, joita voidaan pitaa integraalilaskennan varhaisideoina.

EukleideenStoikheiariahtdékohtana olivat aksioomat, lausumat, jotka hyvaksmaksiooma
tiin tosiksi ilman perusteluja. Esimerkiksi lausuma ’kahden pisteen kautta voi-

daan piirtda yksi suora’ kuului perusaksioomiin. Aksioomien pohjalta todistettiin
geometrisia teoreemoja, so. vaittdmia, joita ei en&a voitu pitaa itsestaan selvina.
Geometrisille probleemoille konstruoitiin myds ratkaisuja harppia ja viivoitin-

ta kayttaenStoikheialoi deduktiivisen paattelyn, uusien tulosten todistamisen
aiemmin tunnettujen pohjalta loogisen paattelyn avulla. H logiikka
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Paralleeliaksiooma; erilaisia geometrioita

Eukleideen tasogeometrian aksioomiin kuului mpasalleeliaksioomasuoran M Eukleides
ulkopuolella olevan pisteen kautta voidaan aina piirtaa tasmalleen yksi kysaieitsiooma
suoran suuntainen suora.

Paralleeliaksiooma ei ollut yhta luonnostaan hyvaksyttavissa kuin muut alkeelli-
semmat aksioomat ja sita yritettiin todistaa vuosisatojen kuluessa menestyksetta.
Ongelma ratkesi vasta 1800-luvulla hieman odottamattomalla tavalla. Ratkaisun
esittivat toisistaan rippumatta venalainen Kazanin yliopiston professori Nikolai
Ivanovit$ LobatSevski ja unkarilainen matemaatikko Janos Bolyai 1820-luvur@ia-obatsevski
pulla. Samoihin ajatuksiin olivat vuosisadan alkupuolella tulleet muutkin, n@Bolyai
Carl Friedrich Gauss, mutta h&n ei julkaissut ajatuksiaan. H Gauss

Paralleeliaksioomaa ei onnistuttu todistamaan, vaan osoittautui, etta vika oli suo-
ran kasitteessa. Intuitiivinen mielikuva suorasta ei ollutkaan loogisessa mieles-
sa riittava. Riippuen siitd, mitd suoralla tarkoitetaan, paralleeliaksiooma joko on
voimassa tai ei ole. Tama johgpaeuklidisten geometrioideayntymiseen. Jos
paralleeliaksiooma on voimassa, puhutaaklidisestageometriasta; jos se ei

ole, kyseessé ogpaeuklidinerygeometria.

Seurauksena oli geometrian aksioomajarjestelmien tarkempi tutkiminen, mika
mm. johti vuonna 1899 ilmestyneeseen Gottingenin yliopiston professorin Da-

vid Hilbertin teokseerGrundlagen der Geometri@ssa esitettiin moderni geo# Hilbert
metrian aksiomatiikka. Pohjana on talldin kaksi joukkoa, joista toisen alki@@ukko
kutsutaan pisteiksi ja toisen suoriksi. N&ill& oletetaan olevan aksioomissa luetel-

lut ominaisuudet.

Geometrian tutkimisessa on kaytetty hyvaksi myds algebraa. Tama yleistyige%e ometria

L . o 2 Ynteettinen)
sinkin René Descartesin tdiden jalkeen 1600-luvulta l&htien. .
E geometria

Algebran kaytté on vapauttanut geometrikot tarkastelemasta vain kaksiulottéistdyyttinen)
taso- tai kolmiulotteista avaruusgeometriaa. Dimensio voi olla aivan hyvin SEidreometria
rempikin, jopa &areton. (vektori-)

Geometrian aksioomajérjestelmien tutkiminen ja geometrian nakeminen pigiggometa
eskriptiivinen)

den ja suorien muodostamiksi joukoiksi ja naiden valisiksi relaatioiksi on joh- .
L. Sl e . L L . . . eometria

tanut myos abstrakteihin darellisiin geometrioihin. Naissa on seka pisteit e

t4 suoria vain adrellinen maara. Sovellukset I6ytyvat yllattaviltakin aloilta, nffha/gebra

kombinaatioteoriasta. E Descartes
B dimensio

B kombinaatio
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Euklidinen ja epaeuklidinen geometria

Geometriaa, so. pisteiden ja suorien muodostamaa jarjestelmaa sagakéian
diseksi geometriaksjos siind on voimassparalleeliaksioomats. suoran ulko-
puolella olevan pisteen kautta voidaan piirtdd tdsmalleen yksi kyseisen suoran
suuntainen suora. Jos ndin ei ole, kyseessgpaeuklidinen geometria.

Yksinkertaisin euklidisen geometrian malli, so. jarjestelma, joka toteuttaa eukli-

diset aksioomat, on tavallinen xy-taso. Pisteita ovat talléin lukuparig), so.

pisteet iimaistaan koordinaateillaan. Suorat maaritellaan yhtaléilédy +c = B koordinaatti

0 (missa ainakin toinen luvuista b on # 0) on suora, jolle kuuluvat ne pis{# suora (yht&lo)
teet, joiden koordinaatit toteuttavat yhtalén. On yksinkertainen algebrallinen las-

ku osoittaa, etta paralleeliaksiooma on voimassa.

Esimerkki epéaeuklidisesta geometriasta saadaan tarkastelemalla geometriaa pal-

lon pinnalla. Taman geometrian pisteet ovat pallon pinnan pisteita. Suorat Eyatio

pallon pinnalla olevia isoympyrdita, so. ympyroita, joiden sade on sama kaioympyra
pallon sade ja jotka saadaan leikkaamalla pallopintaa pallon keskipisteen kgiftadeettinen
kulkevalla tasolla. Kaksi tallaista ympyrad — pallonpintageometrian suoraaviiva

leikkaa toisensa aina, jopa kahdessa vastakkaisilla puolilla palloa olevassa pis-
teessa. Minkdan suoran minkaan ulkopuolisen pisteen kautta ei siis voida asettaa
suoraa, joka ei leikkaisi kyseista suoraa! Tallaista epaeuklidista geometriaa kut-

sutaan elliptiseksi.

Epaeuklidinen geometria voi olla my6s hyperbolinen, jolloin suoran ulkopuoli-
sen pisteen kautta voidaan asettaa aarettoman monta suoraa, jotka eivat kohtaa
alkuperaista suoraa missaan pisteessa, ts. ovat sen suuntaisia.
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Projektiivinen geometria

Projektiivisessa geometriassa tutkitaan suorien ja tasojen keskinaista leikkaa-
mista kiinnittamatta huomiota mitallisiin ominaisuuksiin. Tamankin geometrian

alan historia on pitka. Merkittavia nimid ovat Pappos Aleksandrialainen 380Rappos
luvulta, ranskalaiset Girard Desargues ja Blaise Pascal 1600-luvulta, sam®B8sargues
ranskalaiset Charles-Julien Brianchon ja Jean-Victor Poncelet 1800-luvun alggigeca

Esimerkkina projektiivisen geometrian lauseista olkoon seur&@apmpoksen M Poncelet
lause Olkoon annettuna kaksi suoraa tasossa; toiselta valitaan pitedt;,
C jatoiselta pisteetl,, B,, C5. Olkoon pisteR suorienA; B; ja A; By leikkaus-
piste, pisteS vastaavasti suorieB; C, ja BoC leikkauspiste ja pisté’ suorien
C1As ja Cy Ay. TallGin pisteetR, S ja T ovat samalla suoralla.
Cy

Jotta Pappoksen lause olisi poikkeuksetta voimassa, on suorien leikkauspisteen
kasitetta taydennettava sita tapausta varten, etta suorat sattuvat olemaan yhden-
suuntaisia, jolloin leikkauspistettd ei tavanomaisessa mielessa ole. Projektiivi-
sessa geometriassa otetaan tata varten kayttoon ns. 'aarettoman kaukaiset pis-
teet’: kahden yhdensuuntaisen suoran sanotaan leikkaavan aarettoman kaukai-
sessa pisteessa, joka sijaitsee suorien suunnassa.

Projektiivista geometriaa voidaan myds kasitella algebran keinoin (eraanlaisena

analyyttisena geometriana). ( ar?ae@ggg;)
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