Yhtaléryhmat 1/6 M Sisaltd
ESITIEDOT: MW yhtalot H Hakemisto
KATSO MYOS:

Yhtaléryhméa

Yhtaloryhmassan useita yhtéldita ja yleensa myos useita tuntemattomia. Eahtalo
voitteena on loytaa tuntemattomille sellaiset arvot, etta kaikki yhtalot toteutuvat
samanaikaisesti. Useimmiten tuntemattomia on yhta paljon kuin yhtaloita. Valt-
tamatonta tama ei kuitenkaan ole.

Ryhmalle voidaan etsia ratkaisuja erilaisista lukujoukoista: reaalisia ratkaisuja,
kaikkia kompleksisia ratkaisuja tai ratkaisuja jostakin rajoitetummasta lukujou-
kosta. Vrt. yhtaloon.

Esimerkkeja yhtaléryhmisté ovat seuraavat, missa tuntemattomia on metkitty
Y, 2.

TH+y+2z2=-1

){2x+3y:17 b) Cody=1 ;

ox + 2y = 37 8w —y+ 22 = 3
2 2 _ 2 2 _ 9, _

0) xx+g—1 ; d) ety —22=0
e’ +siny =1 r+y—z=1

Kohdan a yhtaléryhmalla on yksi ainoa ratkaisus 7, y = 1.

Kohdassa b ratkaisuja on &arettdoman monta, mutta mika tahansa lukukolmikko ei
kuitenkaan ole ratkaisu; kysymykseen tulevat muatea—1—t,y = —t,z = ¢

olevat luvut, missa voidaan valita vapaasti. Jos etsitaan reaalisia ratkaisuja, on
luonnollisestit valittava reaaliseksi; kompleksisten ratkaisujen tapauksessa o

olla mika tahansa kompleksiluku. kompleksiluku

Kohdassa c reaalisia ratkaisuja on kaksi; naiden likiarvot ovat —0.808901,
y = 0.587945 jax = 0.553738, y = —0.832691.

Kohdassa d on vain yksi reaalinen ratkaisu huolimatta siita, etta yhtaloita (ehtoja)
on vahemman kuin tuntemattomia= y = z = 1.

Kaksi ensimmaista esimerkkid ovateaarisia yhtaloryhmidTama ilmenee si-
ten, ettd yhtalot ovat ensimmaisen asteen tuntemattomien suhteen, ts. tunf@matiuku
tomat esiintyvat vain ensimmaisessa potenssissa eivatka kerrottuina keskdmaagnomi

Kolmas ja neljas esimerkki ovapalineaarisia yhtaloryhmia B potenssi
(kokonaisluku-)
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ESITIEDOT: MW yhtalot H Hakemisto
KATSO MYOS:

Yhtaléryhméan ratkaiseminen

Yksinkertaisin tapa yrittaa ratkaista yhtaloryhmé on ratkaista ensin jokin yhta-
I6ista yhden tuntemattoman suhteen, jolloin tama tulee lausutuksi muiden tunte-
mattomien avulla, ja sijoittaa tulos muihin yhtal6ihin. Talléin yksi tuntematto-
mista tulee eliminoiduksi ja samalla yhtal6iden maara vahenee yhdella. Taman
jalkeen eliminoidaan samalla tavoin toinen tuntematon. Menettelya jatketaan,
kunnes jaljell&a on vain yksi yhtalo.

Jos viimeisessa yhtaléssa on jaljella vain yksi tuntematon, on paadytty yhden
yhtalon tapaukseen; ks. yhtal6t. Jos jaljella on useampia tuntemattomia, ollyhtalo
taloa tutkittava lahemmin jollakin sopivalla tavalla; usein — mutta ei aina —
ratkaisuja on talléin aarettoman paljon.

Edempana olevat esimerkit havainnollistavat menettelya.

Esitetty menettely ei toimi, jos jossakin vaiheessa ei jaljella olevassa ryhmas-
sé ole ainoatakaan sellaista yhtal6a, etté jokin tuntematon saataisiin ratkaistuksi
muiden avulla. Nain voi aivan hyvin kayda esimerkiksi riittdvan korkea-asteisten
polynomiyhtal6iden tai transkendenttiyhtéldiden tapauksessa. Mitaan erisﬁ %;/—t:g%i_)
vaa menettelyad yhtaléryhman ratkaisemiseen ei olekaan olemassa. B yhialo

Toisaalta edella kuvattu eliminointimenettely voidaan usein jarjestaa laskertamskendentti-
kannalta tehokkaampaankin muotoon. Téllainen jarjestely on esimerkiksi line-

aarisiin yhtaléryhmiin soveltuv&aussin algoritmijota ei tdssa lahemmin k&sif Gauss

tella.

Vaikka tuntemattomien eliminointi ei onnistuisikaan, voidaan yhtaléryhma sil-

ti pyrkia ratkaisemaan numeerisesti, jolloin taytyy tuntea lahtéapproksimaatio
kaikille tutntemattomille ja kerralla saadaan vain yksi ratkaisu (so. yhdet arvot _
tuntemattomille) samaan tapaan kuin yhden yhtalén Newtonin iteraatiossa.. era%";gon'”
nettelya kutsutaan talldinkin Newtonin iteraatioksi.
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KATSO MYOS:

Esimerkki 1 yhtaloryhman ratkaisemisesta
Yhtaléryhma

2v 4+ 3y = 17
or + 2y = 37

on lineaarinen. Ensimmaisesta yhtalosta saadaan%(l? — 3y) ja kun tama
sijoitetaan jalkimmaiseen yhtal66n, se saa muodon

2(17T—3y) +2y =37 eli 8 —15y+4y = 74.

Tasta seurag = 1, jolloinz = (17— 3-1) = 7.

Yhtéalo voidaan myos ratkaista kertomalla kumpikin yhtéld sopivalla vakiolla ja
laskemalla sen jalkeen puolittain yhteen tavoitteena toisen tuntemattoman elimi-
noiminen. Jos halutaan eliminoidavalitaan kertoimiksb ja —2, jolloin ryhméa

saa muodon

10x + 15y = 85
—10z — 4y = —74.

Puolittainen yhteenlasku antday = 11, mista paadytd&dn samaan ratkaisuun
kuin edella. Itse asiassa eliminointi tapahtuu tasmalleen samoin kuin edell; las-
kut on vain jarjestetty hieman eri tavoin.
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ESITIEDOT: MW yhtalot H Hakemisto
KATSO MYOS:

Esimerkki 2 yhtaloryhman ratkaisemisesta

Ratkaistaan yhtaléryhma

r+y+2z=-1
—r+y=1
3r—y+22=-3

eliminoimalla ensine. Jos ensimmaisesté yhtalosta ratkaistaasaadaan: =
—y — 2z — 1, ja taman sijoittaminen kahteen muuhun yhtaléon antaa

204+ 22=0
—dy—4z=0 ’

ts. on saatu kahteen kertaan sama yhtaléz = 0. Tama onkin ainoa tuntemat-
tomille y ja z saatava ehto. On siis oltaya= — z, muttaz:n arvo voidaan valita
vapaasti. Merkitaan tatalla, jolloin sisz = t,y = —tjazc = —y — 2z — 1 =
—t — 1. Yhtaléryhmall& on siis aarettoman monia ratkaisuja.
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Esimerkki 3 yhtaloryhman ratkaisemisesta
Yhtaléryhméassa

?+y?=1
e’ +siny =1

voidaan jalkimmaisesta yhtalosta ratkaista= In(1 — siny) ja sijoittaa tdma
edelliseen, jolloin saadaan yhtalo

[In(1 — siny)]> +y*> — 1 =0.

Yht&ld on tamén jalkeen ratkaistavissa Newtonin iteraatiolla. Alkuarvot saa(#@e%%"tﬁo”m
helpoimmin graafisesti.

Mikali aluksi ratkaistaany jalkimmaisesta yhtéaldsta tai kumpi tahansa tuntema-

ton edellisestd, joudutaan funktioihin, joilla on useita haanpja:arcsin(1—e®), M funktio

x =++/1—y?taiy = £v/1 — 22. (Ks. juuri, arcus-funktiot.) Sijoitettaessa jalj juuri

jella olevaan yhtal6on on jokainen haara otettava erikseen huomioon, jolloin tehrtopotenssi)
tava jakautuu osiin. Aluksi esitetty tapa lienee siten yksinkertaisin. M juurifunktio

Yhtaloryhma voidaan my6s ratkaista kaksiulotteisella Newtonin iteraatiolla, f8tgcus-funktio
ei kuitenkaan lahemmin kasitella.
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ESITIEDOT: MW yhtalot H Hakemisto
KATSO MYOS:

Esimerkki 4 yhtaloryhman ratkaisemisesta

Yhtaléryhma

> +y?—22=0
r+ty—z=1

ratkeaa helpoimmin sijoittamalla jalkimmaisesta yhtaléstax + y — 1 edelli-
seen:
Pyt -2 -2y+2=0 eli (z—1)7+(@y—-1)>*=0,

minka ainoa reaalinen ratkaisu on=y = 1, jolloin mydsz = 1. Kompleksisia
ratkaisuja etsittaessa voidaan esimerkiksalita vapaasti, minka jalkeenvoi
saada kaksi eri arvoa, vastaavasti
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