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Joukon kasite

Matemaattisen paattelyn (todistamisen) pohjana pidetaan usein formaalin logii-
kan ohellajoukko-oppia Vaikka ndkemystéa voidaankin kritisoida eika joukkds logiikka
oppi ole lahtokohtana ongelmaton eikad aina tarpeellinenkaan, on peruskasittei-
den tuntemus kuitenkin valttamatonta.

Joukkoon jonkinlainen kokoelma tarkasteltavana oleyemusjoukorobjekteja
eli alkioita.

Tyypillisia perusjoukkoja ovat reaalilukujoukk®, kompleksilukujoukkdC tai M reaaliluku

vaikkapa reaalimuuttujan reaaliarvoisten funktioigenR — R joukko. |

. . . o . ... kompleksiluku
Perusjoukoss® voidaan muodostaa esimerkiksi joukko, joka koostuu posﬂuwfu:ktio

sista reaaliluvuista. Jos talle kaytetaén nilReamerkitéa2 € R, ja—2 ¢ R,
osoittamaan, etta luk? kuuluujoukkoon ja luku—2 ei kuuly vaihtoehtoisesti
voidaan sanoa, ettion alkionako. joukossa, tms.

H funktio
(reaali-)

Joukkoja merkitaén yleensa isoilla kirjaimilla ja niiden maarittelyssa kaytetaan
aaltosulkumerkintaa seuraavaan tapaan:

A={reR|z*>2}.

Pystyviivan vasemmalla puolella osoitetaan, etta perusjoukkona on reaaliluvut
R. Oikealla puolella on joukon alkioilta vaadittava ehto. Esimerkin joukkdon

siis kuuluvat reaaliluvut, jotka ovat /2 tai < —+/2. Jos asiayhteydesta on
selvaa, mista perusjoukosta on kyse, merkitaan lyhyemfminz? > 2}.

Jos joukossa on aarellisen monta alkiota, se voidaan antaa luettelemalla alkiot.
EsimerkiksiA = {1, 3,5, 7} on neljan alkion (luvun) muodostama joukko.

Joukko voi luonnollisesti kasittaa kaikki perusjoukon alkiot. Toisaalta puhutaan
myo6styhjasta joukostajossa ei ole ainuttakaan alkiota. Tatd merkitddn symbo-
lilla (. Esimerkiksi{z e R | 22 >0} =R, {z e R | 22 < 0} = 0).

Muita esimerkkeja joukkomerkinnan kaytdsta ovat kompleksitason origoke%ﬁiﬁ

leksitaso
nenR-sateinen ympyrdz € C | |z| < R} ja sellaisten jatkuvien reaalifunktioi- i

den joukko, joiden kuvaaja kulkee origon kautta: a(i)t;(zlseig’i?u_
. vun)
{f:R—R| fjatkuva f(0) = 0}. B jatkuvuus
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Osajoukko

JoukonA sanotaan olevan joukaB osajoukko merkitdanA C B, jos jokainen
joukon A alkio on myds joukonB alkio, ts. logiikan merkinndinr € A — M logiikka
r € B.

Merkintdd A C B kaytettdessa on myos mahdollista, etta joukga B ovat
samat eliA = B. Jos erityisesti halutaan osoittaa, ettén aito osajoukkots.
on olemassa ainakin yksi alkiositen, ettée € B jax ¢ A, merkitdan usein
A B. Nailta osin merkinnat eivat kuitenkaan ole taysin vakiintuneita.

Tyhjan joukon katsotaan olevan minka tahansa joukon osajoulkko.

Esimerkiksi: Jos joukkd™ muodostuu kaikista funktioistR — R, joukko C

jatkuvista jaC'; derivoituvista funktioistaR — R, niin C; C Cy C F, koska jo- M jatkuvuus
kainen derivoituva funktio on myos jatkuva. Kummassakin tapauksessa osaj@erivoituvuus
ko on aito.

Kivela, 2t niinkuin matematiikka, versio 1.11



Joukko-oppi 3/4 M Sisalts
ESITIEDOT: B Hakemisto
KATSO Myos. M logiikka, M reaaliluvut

Joukkoalgebraa

Seuraavat eri joukkojen véliset suhteet tai operaatiot edellyttavat, ettd puhe on
saman perusjoukon joukoista.

JoukkojenA ja B leikkausmuodostuu niiden yhteisesta osasta:
ANB={x|x€ Ajax € B}.

Tama voi luonnollisesti olla tyhja joukko.

ANB AUB

JoukkojenA ja B unioniinkuuluvat molempien joukkojen alkiot:
AUB = {z|x € Ataiz € B}.
Erityisestion siisAN B C AU B.

JoukonA komplementt{perusjoukon suhteen) muodostuu joukkabrkuulu-
mattomista alkioista:

CA={z|x¢ A}
JoukonA komplementti joukorB suhteen on
BN\A={z|ze€Bjax ¢ A}.

N A

ohie

CA B\ A

Kuvatut operaatiot voidaan ymmartad joukkojen valisiksi laskutoimituksiksi.
Nailla on omat laskusdantonsa, esimerkiksi:
AN(BUC)=(ANB)U(ANC),
C(AuB) = (CA)n(CB),
(AnCB)N(CC)=ANnC(BUCO).
Talloin puhutaaoukkoalgebrasta

Laskusaantdjen voimassaolo voidaan usein paatella piirtamalla mahdollisimman
yleista tapausta koskeva kuvio.
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Reaalilukujoukon valit

Reaalilukujoukon (lukusuoraf® avoimeen valiirkuuluvat tietylla valilla olevat M reaaliluku
luvut ilman valin paatepisteitdguljettuun valiinkuuluvat myos paatepisteet: M lukusuora

avoin vali: la,b[={z € R|a <z < b},
suljettu vali: la,b) ={zr € R|a <z <b}.

Avoimen valin merkintéana kaytetaéan joskus myos kaarisulkujgi) = |a, b|.
Vali voi olla mydspuoliavoin [0,1[={z € R |0 <z < 1}.

Valin paatepisteena kaytetaan toisinaan myos symboli&simerkiksi

{reR|z>2} =[2,00]

Valimerkinta viittaa osajoukkoon, jolloin joukko-opin operaatioita voidaan koh-
distaa valeihin. Esimerkiksi

| —2.0[U0,1]=]-21,  [L5N][310 = [3,5].

Joukko-opillisten merkintéjen turhaa kayttéa on kuitenkin syyta valttaa. On
luontevampaa kirjoittaa 'tapauksegsa < 2, = # 0’ kuin 'z € [—2,0[ U ]0, 2]’
tai'z € {z | |z| <2, x # 0}
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