Integroimistekniikkaa 1/5 M Sisaltod
EsITIEDOT: M integraalifunktio [l maaratty integraalll derivointisd&annot H Hakemisto
KATSO MYOS:

Sijoitusmenettely

Annetun funktion integraalifunktiota laskettaessa funktiota pyritaan muurﬂ?e
maan siten, ettd tulos voidaan tunnistaa jonkin alkeisfunktion derivaat
Usein muuntaminen joudutaan tekemaan useassa vaiheessa.

graal|funkt|o

aﬁ derivointi (al-

keisfunktioiden)

Tarkein menettely on sopivasijoituksentekeminen integraaliin. Kyseessa voi
olla integraalifunktion etsiminen, jolloin integroimismuuttuja vaihdetaan toisﬁ; -
y

si, tai maaratyn integraalin laskeminen, jolloin lisdksi muunnetaan rajat. Me graali

tely pohjautuu yhdistetyn funktion derivoimissaantéon. B derivaatta

Sijoitusmenettely on seuraava: (yhdistetyn
funktion)

Olkoon laskettavana integradlif () dz tai ff f(x)dx

Valitaan uusi muuttuja, jota sitoo vanhaan muuttujaaryhtéloz = ¢(t). TAssa
funktio g valitaan pddmaarana saada integraali yksinkertaistumaan. Derivoimalla
saadaan

Z—f _ ) el do=g(t)dt,

missa denvaattasymbolr% on kasitelty ikaankuin se olisi osamaara. Jos ky-

seessd on maaratty integraali, ratkaistaan lisaksi muuttujediata ja g yhta-
1Bistda = g(«) jab = g(f). M yht&alo

Sijoitetaan tulokset integraaliin:

b 16}
/ f() dw = / Flo(t)g' () dt tai / f() dw = / F(g(t)g (1) d

Sijoitus voidaan aivan yhté hyvin tehd& uuden muuttujanhteen ratkaistuista
muodoista, mikali tima on helpompaa= h(x), dt = h'(z)dz, « = h(a),
B = h(b).
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Integroimistekniikkaa 2/5 M Sisaltd
EsITIEDOT: M integraalifunktio [l maaratty integraalll derivointisd&annot H Hakemisto
KATSO MYOS:

Esimerkkeja sijoitusmenettelysta |

/ dz
2x2 + 1

voidaan palauttaarctan-funktion derivaatan integroimiseen sijoittamatla= M arcus-funktio

1) Integraali integraalifunktio

V2 z, jolloin dt = /2 dx: H integrointi

(kaavat)

dt

dx 2 1 dt 1 H integrointi

/2x2+1: t2+1:ﬁ/t2+1:7§amam+c (kaavat)

1
= — arctan(vV2z) + C.
5 arctan(v22)

Lopuksi on siis palattu takaisin alkuperdiseen muuttujaan

2) R-sateisen puoliympyran ala voidaan laskea integraalista (.egimzﬁii)
R H ympyra
/R VR? =z du. B ympyra (ala)
E maaratty

Tama saadaan lasketuksi sijoittamalla= Rsint, jolloin dx = Rcostdt. YIa- integraali

raja muunnetaan ratkaisemalla yhtdto= Rsint; talla on useita ratkaisuja,M pinta-ala
mutta luontevinta on valitarcsin-funktion paédhaaran mukainen arve= 7/2. (integroimalla)
Alarajan muuntaminen antaa vastaavastt —/2. Tulosta voidaan sieventads trigonometria

trigonometrian kaavoilla: (johdannais-
kaavat)
R w/2
/ VR? —x2dx = V R? — R?sin’t R cost dt
—R —7/2

w/2 w/2
= / RQCOSQtdt:RQ/ (14 cos2t)dt

—7/2 —7/2

w/2
= RQ/ 1t + $sin2t) = inR%.

w/2
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Integroimistekniikkaa 3/5 M Sisaltd
EsITIEDOT: M integraalifunktio [l maaratty integraalll derivointisd&annot H Hakemisto
KATSO MYOS:

Esimerkkeja sijoitusmenettelysta Il

3) Hieman hankalampana esimerkkina olkoon seuraava, missa integraali qﬂ{géjaa”funktio
jaetaan kahteen osaan:

2—sinx 2 —sinz
——dr= | ———dx+ | ————dx
2+ cosx 2+ cosx 2+ cosx
Tassa jalkimmaiseen sijoitetaan= 2 + cos z, jolloin dt = — sinz dz. Syynad on
se, etta osoittaja on sama kuin nimittajan derivaatta ja osoittajassa on siis suoraan

dt. Edelliseen integraaliin sijoitetaan hieman erikoisempaa: tan(x/2) eli
x = 2arctan u, jolloin

2du
dr = ——.
1+ u?
H trigonometria
Trigonometrian kaavojen avulla voidaan osoittaa, etta (johdannais-

kaavat)
1 —tan®(z/2) 1—u’

cosx = = _
v 1+ tan?(xz/2) 1+ u?

Integraali muuntuu siis muotoon

/ 2 2du +/dt / 4 du+ dt
— = u —.

1—u? 14u? t u? + 3 t
2+

14+ u?
Jalkimmainen integroituu suoraan logaritmiksi. Edellinen voidaan sijoituksella
uw = /3, du = /3 dv palauttaarctan-funktioon: B arcus-funktio
/3 3 H integrointi
44/3 dt 43 (kaavat)
————dv+ | — = ——arctanv+1Int 4 C.
/ 3(v2+1) v t g ernuI M integrointi
(kaavat)

Palaamalla alkuperaiseen muuttujaasaadaan

4
—_arctan(u/V3) +1Int + C
7 (u/V3)

4

= — arctan(L tan(x/2)) + In(2 + cosx) + C.

V3 V3
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Integroimistekniikkaa 4/5 H Sisaltd
EsITIEDOT: M integraalifunktio [l maaratty integraalll derivointisd&annot H Hakemisto
KATSO MYOS:

Osittaisintegrointi

Toinen tarkea menettely integraalien laskemisessasataisintegrointi Tatakin
voidaan kayttaa seka integraalifunktion etsimiseen etta méaarattyjen integra je%paa”funkti o

laskemiseen. Perustana on tulon derivoimiskaava kirjoitettuna muatoos: B madiratty

— (uv) — uv'. Integroimalla tima saadaan osittaisintegroinnin kaavat integraali

dz .
H derivaatta
(tulon)

/ u(zpo(x)dr = ufz)o(r) - / u(z)'(z) de,
/abUI(x)U(x> dr = /ab“(x)v(@—/abU(x)v’(x) dz.

Osittaisintegroinnissa muunnetaan siis integrdaliv integraaliksi [ uv’ seka
integraalia sisaltamattomaksi lisatermiksi. Kaavoja sovellettaessa on alkuperéi-
nen integroitava funktio tulkittava funktioiderd ja v tuloksi siten, ettd muun-
nettu integraali on muodostettavissa, ts. funktigonka derivaatta’ tunnetaan)
voidaan helposti laskea. Lisdksi tavoitteena tietenkin on, ettd muunnettu inte-
graali olisi yksinkertaisempi.

Kivela, 2t niinkuin matematiikka, versio 1.11



Integroimistekniikkaa 5/5 M Sisaltd
EsITIEDOT: M integraalifunktio [l maaratty integraalll derivointisd&annot H Hakemisto
KATSO MYOS:

Esimerkkeja osittaisintegroinnista

/xQex dzx

voidaan laskea kahdella perakkaisella osittaisintegroinnilla. Ensimmainen antaa
seuraavaa:

1) Integraali integraalifunktio

22 e dr= 2% & — 2r e* dzx.
S S SN~
v u’ v U v

/ u

Kun saatuun integraaliin sovelletaan uudelleen osittaisintegrointia saadaan kaik-
kiaan

x2e” — 2t € dxr = x%e®— 2x € + 2 e dx
S N~ S N~ ~ "~
v u/ v u v/

= 2" —2xe" + 2" +C =€"(2° — 20+ 2) + C.

lausekkeen hahmottamista uudella tavalla. Logaritmifunktio voidaan integ : gizgitty
osittaisintegroinnin avulla seuraavasti:

|
/lnxdx = / 1 Inz dx = T lnx—/ x  (1/z) dx

2) Integroitavan funktion tulkitseminen sopivaksi tuloksi edellyttaa toisinajgrié
r

logaritmifunktio
ul

= e—/ dr=e—(e—1)=1.
1

3) Lukija miettikdon, mita vikaa on seuraavassa paattelyssa: Osittaisintegroin-
nilla saadaan

/ldx:/1~ldx:x~l+/x-i2:1—|—/ldx.
x x x x x
1 1
/—dle—l—/—dx,
x x

misté seura@l = 1, kun integraalit supistetaan pois.

Siis
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