Epayhtalot 1/7 M Sisaltd
ESITIEDOT: MW yhtalot H Hakemisto
KATSO MYOS:

Epayhtalo

Epayhtaldlla tarkoitetaan ehtoa, missa kahdesta lausekkeesta toinen on suurempi

tai mahdollisesti yht& suuri kuin toinerf(z) < g(x), f(z) < g(z). Merkit

voidaan luonnollisesti kirjoittaa myos toisinpdin(z) > f(x), g(z) > f(x).
Tuntemattomia on vahintd&n yksi (kuten edelld), mutta voi olla useampiakin.

Nama on luonnollisimmin ajateltava reaalisiksi, koska kompleksilukuja ei vo%ﬁ]pleksnuku
jarjestaa suuruusjarjestykseen.

Esimerkkeja:

20 — 3 > 0; =22 <x—2 2yt >2
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Epayhtalot 2/7 M Sisalts
ESITIEDOT: MW yhtalot H Hakemisto
KATSO MYOS:

Epéayhtéldiden ratkaiseminen
Epayhtéaldiden ratkaisumenettelyt ovat kahta tyyppia:

1) Epayhtéaloa kasitelladn kuten vastaavaa yhtaléa: Siirretaan termeja pud@sivaalo
toiselle, kerrotaan tai jaetaan puolittain vakiolla tai lausekkeella. Erona yhtalon

nahden on tall6in, ettd kertominen tai jakaminen negatiivisella luvulla tai lausegventaminen
keella kaantaa erisuuruusmerkin suunnan. Esimerkiksi (yhtalon)

—2r <10 = x> —5.

Erityisesti tama on huomattava lausekkeella kerrottaessa: Jos lausekkeen merk-
kid ei tunneta — esimerkiksi se sisaltda tuntemattoman — sill& ei yleensa kan-
nata kertoa. Jos tdméa kuitenkin tuntuu tarpeelliselta, joudutaan lasku jakamaan
kahtia: positiiviseen ja negatiiviseen tapaukseen. Esimerkkeja edempéana.

2) Toisena menettelyn& on saattaa epayhtald ensin mugtagn> 0 ja tutkia

sitten funktionf (z) kayttaytymista, erityisesti merkinvaihtoja. Talldin joudutas funktio
aluksi etsimaéan funktion nollakohdat, ts. ratkaisemaan vastaava yhglé- 0.

Liséksi merkinvaihto on mahdollinen funktighepéajatkuvuuskohdissa. M jatkuvuus

Merkinvaihtoja tutkittaessa on funktiohlauseke pyrittava sopivasti paloittele-
maan. Jos esimerkiksi funktio on muotoa

_ @)
fla) = S

on yleensa helpointa tutkia erikseen funktioidgng, ja h merkkeja eika niin-
kaan koko funktiotg. Graafisten esitysten piirtdminen auttaa hahmottamaan ti-
lannetta. M kuvaaja
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Epayhtalot 3/7 M Sisalts
ESITIEDOT: MW yhtalot H Hakemisto
KATSO MYOS:

Esimerkki 1 epayhtaloista

Olkoon ratkaistavana epayhtal®

x2+3x—7>1
x2 42 ’

Koska nimittajaz? + 2 on kaikilla arvoillaz positiivinen, epayhtélé voidaan
kertoa silla puolittain, jolloin saadaafi + 3z — 7 > 2*+2 eli 3z > 9. Jakamalla
positiiviluvulla 3 saadaan: > 3.

Samaan tulokseen paastaan siirtamalla kaikki termit ensin yhtalaisyysmerkin va-
semmalle puolelle ja sieventamalla, jolloin epayhtalé saa muodon
3r—9
i > 0.
x?+2

Koska nimittaja on aina positiivinen, riippuu lausekkeen merkki vain osoittajasta.
Tama on positiivinen, jos > 3.
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Epayhtalot 4/7 M Sisalto
ESITIEDOT: MW yhtalot H Hakemisto
KATSO MYOS:

Esimerkki 2 epayhtaloista
Epayhtalo

-2t <xr—2

voidaan kirjoittaar® — 222 — x + 2 < 0, jolloin joudutaan tutkimaan polyno-
mifunktion f(z) = 2* — 2% — x + 2 kayttaytymistd. Taméan nollakohdat ov#)Iynomifunktio
1 = —1, 29 = 1]jaxz = 2. Koska polynomifunktio on kaikkialla jatkuva, ei-_

. ; . . . jatkuvuus
muita merkinvaihtokohtia voi olla.

Piirtamalla kuvaaja, sijoittamalla funktioon nollakohtien vélissa olevia arvojaliiuvaaja
polynomifunktioiden yleisten ominaisuuksien perusteella voidaan paatella, etta
funktio saa negatiivisia arvoja, kun< —1jal < x < 2. Epayhtalon ratkaisu
onsitenzr < —1tail <z < 2.

Toisena ratkaisuvaihtoehtona on jakaa alkuperainen epayhtald aluksi tekijalla

x — 2. Jos jakaja on positiivinen, ts. > 2, paadytaan epayhtaloart < 1;

josz < 2, epayhtald on? > 1.

Edellisessa tapauksessa olisi < z < 1, mutta tama ei tayta ehtaa> 2, eika
ratkaisuja siis ole.

Jalkimmaisessa tapauksessa tuleemolta —1 tai z > 1. Kun tama yhdistetaan
rajoitukseenr < 2, saadaan < —1tail < x < 2. Lisdksi epayhtalo toteutuu
yhtaléna, jose = 2.
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Epayhtalot 5/7 M Sisalts
ESITIEDOT: MW yhtalot H Hakemisto
KATSO MYOS:

Esimerkki 3 epayhtaloista
Murtoepayhtal®

2 — 7z + 10
9 — 22

>0

voidaan ratkaista tutkimalla erikseen osoittajan ja nimittajan merkkeja.

mi, jonka kuvaaja on ylospain aukeava paraabeli. Nollakohtien valissa arvot

Osoittajan nollakohdat ovat, = 2 jaz, = 5. Kyseessé on toisen asteen polyng-
. e .. e g/l%omifunktio
siis negatiivisia, ulkopuolella positiivisia.

H kuvaaja
Nimittajan nollakohdat ovat vastaavas§i = —3 jaz4 = 3. Kuvaaja on alaspaing paraabeli
aukeava paraabeli, jolloin arvot nollakohtien valissa ovat positiivisia, ulkopyartioleikkauk-
lella negatiivisia. sena)

H paraabeli (xy-

Osoittajan ja nimittajan merkeista saadaan seuraava kuvio: . :
koordinaateissa)

osoittaja +
nimittgja —
murtolauseke —

Epayhtalon ratkaisu on talloir3 < z < 2 tai3 < < 5. Yhtadsuuruus ei luon-
nollisestikaan saa olla mukana niissa pisteissa, jotka ovat nimittdjan nollakohtia.

Esimerkin epayhtal6 voidaan myos ratkaista kertomalla se puolittain nimittajalla.
Talloin on otettava huomioon nimittajan merkki. Koska nimittdja on positiivinen
alueessa-3 < x < 3, saadaan kertomisen jalkeen epayht&lé- 7o + 10 > 0.

Sen ratkaisuna or3 < x < 2, kun otetaan huomioon rajoitus3 < = < 3.

Alueessar < —3 tai x > 3 kaantaa nimittajalla kertominen epayhtalon eri-
suuruusmerkin ja saadaah — 7z + 10 < 0. Taman ratkaisuna tarkasteltavana
olevassa alueessa 8 = < 5.

Kaikkiaan paadytaan siis samaan tulokseen kuin edella.
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Epayhtalot 6/7 M Sisaltd
ESITIEDOT: MW yhtalot H Hakemisto
KATSO MYOS:

Esimerkki 4 epayhtaloista

Trigonometrinen epayhtalo
cos’z —sin?z > 0

voidaan ratkaista kahdellakin tavalla.

[ tekijoihin jako
(polynomin)

i tekijoihin jako

Vasen puoli voidaan hajottaa kahden tekijan tuloksi, jolloin saadaan: +
sin x)(cos z—sin x). Tekijdiden merkkien tutkimiseksi on ensin ratkaistava trig
nometriset yhtélotos x + sinz = 0 ja cos x — sin x = 0. Trigonometrian kaavo- (polynomin)
jen perusteella naméa saadaan muot@sn: = cos(5 +x) jacosr = cos(§ —x), B tekisihin jako
joista seuraa nollakohdiksi= & /4 + nm, missén on kokonaisluku. Tutkimal- (o nomin)

la kummankin tekijan merkit alueella-r, 7|, saadaan seuraava kuvio: B yhtald (trigo-

nometrinen)

cosST + sinzx [E trigonometria
COST — Sinx (peruskaavat)
cos? & — sin’ z H vali

(reaaliakselin)

Ottamalla liséksi huomioon sini- ja kosinifunktioiden jaksollisuus (jaksna M sini
saadaan epayhtalon ratkaisuksi /4 +nr <z < 7/4+ nm, n € Z. M kosini

l]Ja}ksolllnen

Toisena vaihtoehtona on kirjoittaa epayhtalén vasen puoli kaksmkertmsen? Mtio)

man kosinin kaavan avulla uuteen muotoens 2z > 0. Talldin tulee olla
—m/2 4 2nm < 2z < 7/2 4 2n7, misté kakkosella jakamalla paastdan samaan
ratkaisuun kuin edella.

Kumpaa tahansa tapaa kaytettaessa on funktioiden kuvaajien piirtamisesta suurta
apua. M kuvaaja
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Epayhtalot 717 M Sisalts
ESITIEDOT: MW yhtalot H Hakemisto
KATSO MYOS:

Esimerkki 5 epayhtaloista

Epayhtaloas? + 32 > 2 eli f(z,y) = 22 + y> — 2 > 0 vastaava yhtald on )
2? +y? — 2 = 0. Tam4 esitta4 origokeskista ympyraa, jonka sade/2riatku- (.egimglr(ii)
va kahden muuttujarf(z, y) vaihtaa merkkinsa tata ympyraviivaa ylitettdessa )
On ilmeista, ettéa ympyran sisapuolella funktio saa negatiivisia arvoja, ulkopueﬁnpyr‘ﬁ1
lella positiivisia. Epayhtalén ratkaisun muodostavat siis ne pigteef), jotka BYmPyra (ala)
sijaitsevat ympyraviivalla tai sen ulkopuolella. H jatkuvuus

H funktio
(kahden
muuttujan)
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