Polynomiyhtalot 1/3 M Sisaltd
ESITIEDOT: MW yhtalot, M polynomit, || juuret H Hakemisto
KATso myos: M Newtonin iteraatioll polynomien tekijoihin jakdMkomplek-

siluvut

Ensimmaisen ja toisen asteen yhtalot

Polynomiyhtaldjaotellaan polynomin asteluvun mukaan. H yhtalo
Ensimmaisen asteen polynomiyhtald, lyhyememsimmaisen asteen yhtaja ™ polynomi
muotoaax + b = 0, misséa # 0. Ratkaisuja on yksit = —b/a. M asteluku
Toisen asteen yhtakin muotoarz?+bx+c = 0, misséa # 0. Yhtalo ratkaistaan
yleensa ulkoa opituilla ratkaisukaavoilla: H neliojuuri
—b £ Vb? — 4dac
xr = .
2a

Jos yhtalo jaetaan kertoimelia se saa periaatteessa muodén- pz + g = 0.
Ratkaisukaavat esitetdan usein myos tata tapausta varten:

Vastaten ratkaisukaavojer-merkkia, juuria on yleensa kaksi. Naiden luonteen
ratkaiseealiskriminanttj so. nelijuurimerkin alla oleva lauseke = v? — 4ac.

Jos yhtal6 on reaalikertoiminen, saadaan seuraavat tapauksét: Jag yhta-

I6ll& on kaksi eri suurta reaalista juurta. JOs= 0, sanotaan juurien yhtyvan,

ts. on vain yksi reaalijuurk = —b/(2a). JosD < 0, juurina on kompleksinen.
liittolukupari. kompleksiluku
Toisen asteen yhtal6 voi olla myos kompleksikertoiminen, so. kertoimiefa M liittoluku

c tai jotkut niista voivat olla kompleksilukuja. Samat ratkaisukaavat ovat tallgin-

kin kaytettavissa, mutta nelidjuurimerkin alle saadaan yleensa kompleksiluku ja

juuren laskeminen edellyttdd laajempaa perehtyneisyytta kompleksilukuihin.
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Polynomiyhtalot 2/3 M Siséalts
ESITIEDOT: MW yhtalot, M polynomit, || juuret H Hakemisto
KATso myos: M Newtonin iteraatioll polynomien tekijoihin jakdMkomplek-

siluvut

Korkeampien asteiden yhtaltt

Toista astetta korkeampien asteiden yhtaldiden ratkaiseminen on oleellisestillaiteluku
keampaaKolmannen ja neljannen asteen yhtéalatle olemassa ratkaisukaavat
ns.Cardanon kaavatitalialaisen Geronimo Cardanon julkaisemat vuonna 154¢Cardano
mutta eivat h&nen itsensa keksimat; kolmannen asteen kaavan on jo aiemmin tun-
tenut ainakin Niccolo Tartaglia, neljannen asteen on loytanyt Ludovico Ferr@ijartaglia
Nama ovat kuitenkin siind maarin mutkikkaat, etta niitd harvoin todella kayte-

taan.

Viidennen ja sita korkeampien asteiden yhtalGligleisia ratkaisukaavoja juuri-
lausekkeiden avulla esitettyiné ole. Tuloksen ovat toisistaan riippumatta todista-
neet norjalainen matemaatikko Niels Henrik Abel (1824) ja italialainen fyysikiliozbel
Paolo Ruffini (1813).

Korkea-asteiset polynomiyhtal6t ratkaistaankin useimmiten numeeridegti _
tonin iteraatiollatai jollakin sen muunnelmalla, jolloin taytyy tuntea approkst?‘azvt‘?gon'”
maatio juurelle ja laskennan tuloksena saadaan vain tdma juuri. Muunkintyyppi-

sid numeerisia menetelmid on olemassa. Newtonin iteraatio saattaa jo kolmannen
asteen tapauksessa olla Cardanon kaavoja tehokkaampi.
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Polynomiyhtalot 3/3 M Sisélts
ESITIEDOT: MW yhtalot, M polynomit, || juuret H Hakemisto
KATso myos: M Newtonin iteraatioll polynomien tekijoihin jakdMkomplek-

siluvut

Algebran peruslause

Algebran peruslauseen mukaan jokaisella reaali- tai kompleksikertoimisella po-
lynomiyhtal6lla (jonka asteluku or 1) on ainakin yksi (reaalinen tai komplek{# asteluku
sinen) juuri. Tuloksen todisti matemaatikkojen kuninkaaksi kutsuttu saksalainen

Carl Friedrich Gauss vaitoskirjassaan 1799. B Gauss

Lauseen seurauksena saadaan suhteellisen helposti astiettalle polynomille B polynomi
p(x) esitys

p(z) = ap(z — x1)(x — 22) ... (T — Ty),

missaa,, on polynomin korkeimman asteen termin kerroin. Reaali- tai komplek-

siluvut 21, x5, ..., x, ovat ilmeisestikin polynomin nollakohdat, ts. polyn kompleksiluku
miyhtalonp(x) = 0 juuret. Naiden ei kuitenkaan tarvitse olla eri suuria. Eo.
tekijoihinjaon mielessa astetteolevalla polynomilla on siis aina juurta, mutta

jotkut naista voivat olla yhta suuria.

Jos polynomi on reaalikertoiminen ja paritonta astetta, ainakin yksi juurista on
reaalinen. Reaalikertoimisella polynomilla kompleksijuuria on parillinen maa-
ra; nama muodostavat kompleksiset liittolukuparit. Vrt. polynomin tekijéihin @Hiittoluku

koon. M tekijoihin jako

|
Polynomin tekijaesitys antaa mahdollisuuden polynomiyhtalon redusointiirﬁjlréukn)

haisempaan astelukuun, jos yksi juuri pystytaan jotenkin l[oytamaan: oihin jako

(polynomin)
Josz; on astettan olevan polynomiyhtélom(z) = 0 juuri, voidaan suorittaa [ tekijsihin jako
jakolaskup(x)/(z — x1), joka menee tasan. Osamaara on polynomi, jonka g®tynomin)
teluku onn — 1 ja jolla on samat nollakohdat kuin alkuperaisella polynomill tekijsihin jako
p(z) lukuunottamatta jo |6ydettya nollakohtaa Yhden juuren I6ytdminen yk- (polynomin)

sinkertaistaa siis muiden etsimista. ¥ jakolasku

: - o fl g (polynomien)
Esimerkiksi polynomiyhtalosta! — 1023 + 3522 — 50z + 24 = 0 nahdaan melko

helposti, etta yhtené juurena on= 1. Jaettaessa polynomi tekijalta- 1 menee
jako tasan, jolloin voidaan kirjoittaa

2t —102% + 352% — 502 + 24 = (v — 1)(2® — 92% + 262 — 24) = 0.
Polynomiyhtalén muiden juurten etsimista voidaan siis jatkaa tarkastelemalla
yhtaloéas? — 922 + 26z — 24 = 0.

Menettely edellyttdd yhden juuren arvaamista. Talléin on usein apua tiedosta,
etta jos polynomin korkeimman asteen termin kerroin=o1, niin vakiotermi g polynomi

on juurten tulo tai sen vastaluku. (nollakohdat ja
kertoimet)
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