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Hitausmomentin määrittely

Massapisteen— massanam — fysikaalinen hitausmomenttikiertoakselin suh-
teen onJ = mr2, missär on kohtisuora etäisyys akselista.

Jos kyseessä on kappale, saadaan sen hitausmomentti lasketuksi käyttämällä sa-
maa ideaa kuin massakeskipisteen laskemisessa: � massakeski-

piste

Kappale jaetaan pieniin osiin, esimerkiksi pikku kuutioihin koordinaattitasojen
suuntaisilla tasoilla. Muunkinlaista jakoa ’pistemäisiin’ osiin voidaan käyttää.
Jokaista osaa kohdellaan omana massapisteenään ja lasketaan näiden hitausmo-
mentit yhteen:

n∑
k=1

r2
k ∆mk,

missä∆mk onk:nnen pikku kuution massa jark sen etäisyys kiertoakselista.

Tämä on Riemannin summa, joka kuutioita pienennettäessä lähestyy määrättyä� Riemannin
summa

integraalia. Yleensä kyseessä on kolmiulotteisen avaruuden integraali, mutta eri-� määrätty
integraalikoistapauksissa se on palautettavissa yhden muuttujan integraaliksi, kuten edem-

pänä esimerkissä osoitetaan. Integraalia kutsutaankappaleen(fysikaaliseksi) hi-
tausmomentiksi.

Jos kappale on homogeeninen, ts. sen massatiheysρ on vakio, on∆mk = ρ∆vk,
missä∆vk on pikku kuution tilavuus. Tällöinρ voidaan ottaa eo. summassa te-
kijäksi. Jäljelle jäävä summa

n∑
k=1

r2
k ∆vk

riippuu vain kappaleen geometriasta ja valitusta akselisuorasta. Vastaava inte-
graali onkappaleen matemaattinen hitausmomenttieli toinen momenttiakseli-
suoran suhteen. Matemaattinen hitausmomentti saadaan siis fysikaalisesta aset-
tamalla massatiheydeksi vakioρ = 1.
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Esimerkki hitausmomentin laskemisesta

LasketaanR-säteisen pallon hitausmomentti keskipisteen kautta kulkevan akse-� pallo

lin suhteen, kun massatiheys on vakioρ = 1.

Sijaitkoon kolmiulotteinen xyz-koordinaatisto siten, että origo on pallon keski-
�
koordinaatisto
(xyz-)pisteessä. Kiertoakseli olkoon z-akseli. Pallo jaetaan edellä kuvatulla tavalla pik-

ku osiin ja näistä kerätään yhteen ne, joilla on sama etäisyys kiertoakselista. Yh-
teen kuuluvat osat muodostavat lieriökuoria akselina z-akseli. Jos etäisyys ak-� lieriö
selista onr, on lieriön korkeus Pythagoraan mukaan2

√
R2 − r2 ja pohjan säde � Pythagoraan

lause
� pohja (lieriön)

luonnollisestir. Jos lieriökuoren paksuus on∆r, on kuoren tilavuus (eli massa,
koskaρ = 1) likimain 2πr 2

√
R2 − r2 ∆r.

Jakamalla pallon lieriökuoreen, muodostamalla jokaisen hitausmomentti ja las-
kemalla yhteen saadaan Riemannin summa, joka approksimoi pallon hitausmo-� Riemannin

summa
menttia:

n∑
k=1

r2
k · 2πrk 2

√
R2 − r2

k ∆rk.

Jakoa tihennettäessä, so. kuoria ohennettaessa, jolloin niiden lukumäärä kasvaa,
tämä lähestyy integraalia � määrätty

integraali

J = 4π

∫ R

0

r3
√
R2 − r2 dr,

mikä siis antaa pallon hitausmomentin.

Integraali voidaan laskea tekemällä sijoitust =
√
R2 − r2, jolloin dt =

� integrointi
(sijoitus)

− r√
R2 − r2

dr ja uudet rajat ovatt = R, t = 0. Integraali saa seuraavan

muodon ja voidaan laskea:

J = 4π

∫ 0

R

−(R2 − t2)t2 dt = −4π

/0

R

(
1
3
R2t3 − 1

5
t5
)

= 8
15
πR5.

Hitausmomentti lausutaan yleensä kappaleen kokonaismassan avulla. Koska
massatiheys= 1, on kokonaismassa sama kuin tilavuus:m = 4

3
πR3. Tällöin � pallo

(tilavuus)
pallon hitausmomentti voidaan kirjoittaa

J = 2
5
mR2.

Tämä vastaa tilannetta, jossa pallon massa on keskittynyt yhteen pisteeseen etäi-

syydelle
√

2
5
R. Tätä etäisyyttä sanotaan pallonhitaussäteeksi.
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